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Premiére - Etude des polynomes du second degré

Résolution d’'une équation du second degré

Définition 1 : Equation du second degré

Une équation du second degré est une équation de la forme ax? + bx+c=0oi1 a,b et c€ Ravec a #0.

Exemple :

Léquation —2x? +3x — 1 = 0 est une équation du second degré.

Définition 2 : Discriminant

On appelle discriminant de I'équation ax? + bx + ¢ = 0, le nombre :

Exemple :

Le discriminant associé a I'équation du second degré précédente est égale a :

Propriété 1 : Solutions

Considérons A le discriminant associé a 'équation (E) : ax® + bx+c =0;
e Si A <0 alors ’équation (E) n’admet pas de solution réelle;
* Si A =0 alors '’équation (E) admet une unique solution xp = ...............

e Si A > 0alors’'équation (E) admet deux solutions distinctes X1 = .......coccevverveeruenne €L XD = coeeeeeeirreeeeennen

@ A retenir : Abus de langage

Il pourra arriver que nous fassions un abus de langage en parlant de discriminant associé a un polynéme et non
associé a une équation comme défini précédemment. Dans ce cas il faudra bien se rappeler que nous faisons
référence au discriminant associé a I'équation de premier membre notre polynéme et de second membre nul.

Exemple :

En reprenant la méme équation du second degré que les exemples précédents, on sait que le discriminant
de cette équation est : A =1 > 0 ainsi on sait que cette équation admet deux solutions distinctes qui sont :

Ainsi I’ensemble des solutions de 'équation du second degré considérée au départest : ...............
@ A retenir : Le principe de la preuve
Lidée de la preuve de cette propriété est simple, jusqu’ici pour résoudre des équations du second degré comme
X =2x+1=0

Vous utilisiez sans cesse la factorisation pour appliquer la propriété du produit nul. Ici nous allons faire de méme,
nous allons chercher a factoriser notre polynéme du second degré pour obtenir une équation produit nul pour
ensuite déterminer facilement les solutions de notre équation.
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Démonstration :

Considérons I'équation du second degré suivante : (E) : ax?+bx+c=0olua,bet ceRavec a#0.
Cherchons a factoriser le polyndme : ax? + bx + c. Dans le premier chapitre sur les polynémes du second
degré, nous avons commencé a factoriser ces fonctions en passant par la forme canonique associée. Ainsi
ona:

2 2
-4
ax’*+bx+c=a ( b) _ b -dac

X+ —
2a 4a?

On reconnait ici A = b? —4ac;

2 [ 5e) -
ax“+bx+c=a|lx+—| -——
2a 4a?
Ainsil’équation : (E) est équivalente a:
b\* A
allx+—| ——| =
2a 4a?
b)* A
S |X+—| ——=0 cara#0
2a) 4a®

Plusieurs cas s’offrent a nous :
* Si A <0alors'équation (E) n’admet aucune solution en effet :
(B) & (x+ ﬁ)z = A
2a 4a?
Or cette derniére équation n'admet aucune solution car % <0.

Onaalors: S=¢

¢ Si A =0 alors de la méme maniere que précédemmenton a:

b 2
(E)@(x+—) =0
2a

b
ox+—=0
2a
b
SxX=——
2a

b
Ainsi I’équation (E) posséde comme ensemble des solutions: S = {—2—}
a

¢ Si A >0 alors VA est définie, on a alors :
2 AZ
(E) e x+£) —(£ =0
b \/Z)( b \/Z)
+ X+—+—
2a 2a
b—v@)( b+VZ)
X+ =0

2a

b—VA b+ VA
ou x=-
2a 2a
-b+ VA -b—VA
=—— ou x=———

2a 2a

~b+VA —b+¢Z}

<> X

Ainsi 'ensemble des solutions de notre équation (E) est S = { a 57
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(¢a® % . " 2 ~ a 2
% A savoir faire 1 : Résoudre des équations du second degré

Résoudre dans R les équations suivantes
1. x*-2x-3=0
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Définition 3 : Racines

Pour une fonction polynomiale de degré deux, f : x — ax?+ bx + c, les solutions de I'équation f(x) = 0 sont
aussi appellées racines de la fonction f.

@ A retenir : Racine double

Dans le cas ou A = 0, on appelle l'unique solution de notre équation racine double de notre fonction polynomiale
du second degré

Exemple :
e Lesracines du polynome P1(x) = x2 — 28 =3 SOME: .. .uutnut ettt et e
* Lesracines du polyndme Py (x) = B L ST Y ) |

* Lesracines du polynéme P3(x) =2x(x+1) — X2 = B0 SOMIE Y e

|11l IM Factorisation et étude de signes

La démonstration précédente montre un peu plus que I’existence (ou non) de solution pour une équation du se-
cond degré donnée elle montre méme qu’'un polyndme du second degré peut étre factorisé dans certains cas.
En effet dans les cas ou A = 0, nous avons pu donner une forme factorisée de notre polyndme du second degré.

e A>0:ax’+bx+c= a(x+ A = b? - 4ac, ce qui est la forme factorisée de notre

b—\/A)( b+\/A) .
X+ ol
2a 2a
polyndéme;

2
P _ b : . .
e A=0:ax“"+bx+c=a (x + 2—) , ce qui est la forme factorisée de notre polynéme.
a

Théoreme 1 : Factorisation

Soient a, b, c € R tels que a # 0.
Le polynome du second degré ax? + bx + ¢ se factorise éventuellement de la fagon suivante :

© SIAS0, AXZ 4 DX A+ C= eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e ou x; et x, sont les racines de notre polynoéme;
¢ SIA=0, X2+ DX+ C= oo ol xy est la racine double de notre polyndéme;

* Si A <0, alors notre polynéme n’a pas de forme factorisée sur R.

Démonstration :
Voir démonstration précédente |

@A retenir: Si a est une racine d’un polynéme P alors P est factorisable par x — a.

Exemple:

En reprenant I'exemple suivi tout au long du chapitre, factorisons le trinéme : —2x% +3x — 1.
On a vu que A =1 > 0, donc notre polyndéme est bien factorisable. De plus, nous avons vu qu’il admettait
deux racines réelles distinctes qui sont :

1
x1=1 et xp=-
1 2 5

On obtient alors la forme factorisée suivante :

—2x*+3x-1=
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¥R Erreur fréquente : Il ne faut pas oublier de mettre le coefficient quadratique en facteur!

& A savoir faire 2 : Factoriser des polynomes du second degré

Factoriser dans R les polyndmes suivants :
1. Pp:x—3x>+11x—4
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© Information : Comme nous I’avons déja vu en seconde, 1'utilité principale d'une forme factorisée est d’étudier
le signe d’une fonction polynomiale. En effet :

Dans le cas ol1 A > 0, on a alors notre fonction polynomiale f qui admet une forme factorisée telle que : f(x) =
a(x — x1)(x— x2) ol x; et xp sont les racines de f. On a alors, (ici on va supposer que x; < Xx»)

X —00 X1 X2 +00
a signe(a) signe(a) ' signe(a)
X — X1 - 0 + +
X — X2 - - 0 +
Signe igne () 0-signe(a)0 signe(a)
de f(x) 51gne a -51gne a 81gne a

Théoreme 2 : Signe

Soit f : x — ax? + bx + ¢ une fonction polynémiale du second degré.
Le signe de cette fonction du signe du discriminant associé a cette fonction polynomiale et du signe de a,
le coefficient quadratique :

* Si A >0, alors la fonction polynomiale est du signe de a sur .............ccc.c........ et du signe contraire de a

* Si A =0, alors la fonction polynomiale est toujours du signe de a, elle s’annule sans changer de signe;

e Si A <0, alors la fonction polynomiale est toujours du signe de a, sans s’annuler.

@A retenir: On retiendra que:
* Si A > 0 alors notre polynome est du signe de a a l’extérieur de ses racines;

* Si A =0 alors notre polynome est toujours du signe de a. Il s’annule sans changer de signe, en son unique
racine;

* Si A <0 alors notre polynéme est toujours du signe de a.

Exemple :
Toujours en conservant la méme fonction polynomiale du second degré, P: x — —2x% +3x — 1.

Nous avons vu que les racines de notre polyndme sont : x; = 1 et x, = — (on fera attention ici: x; > x» ).

De plus le signe du coefficient quadratique est négatif, donc par le théoréme précédent on a alors :

X —00 % 1 +00
Signe
de P(x) 0 0

® X . . 2z oz o 2
. A savoir faire 3 : Résoudre des inéquations du second degré

e Résoudre I'inéquation : 3x*> —2x+1=>0
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Tableau récapitulatif

Solutions de
ax*+bx+c=0

Tableau de signes de
P(x)=ax*+bx+c

Forme factorisée de
P(x)=ax’+bx+c

Position relative de la
parabole par rapport
a I'axe des abscisses

\/

x | —oo +00
Pas de solution Pas de factorisation
A<0 dans R P(x) signe de a possible /\
a>0 a<0
Une solution dans R x | —oco _ zﬁ +00 5 { X0
a
_ _ _ 2 X0
A=0 b PO signe (‘) signe P(x) = alx - xo) / \
Xo = —2— de a de a
a |
a>0 a<0
Deux solutions
distinctes dans R
X |—00 X X2 +oo X1 X2
X X
A>0 -b-VA signe ‘ signe ‘ signe P(x) = alx— x1)(x — x2) ! 2
X=—— P(x) 0
2a de a ‘ de —a ‘ de a
-b+VA a>0 a<0
Xp= ———
2a
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Premiére - Etude des polynomes du second degré

Vs GBI Exercices

A - Second degré

Hk Ve Ye v EXERCICE 1 (DISCIIMINANT) ... vttt ettt et et ettt e e e e ettt e e e e e eeans @

Calculer le discriminant et donner le nombre de solution de chacune des équations suivantes :

L. x*~x+1=0 3. 5x*+4x+3=0
2. 2x*-x+3=0 4. x> —V2x+7=0
% % Yrve EXERCICE 2 (Equation du second degré) ...........coueiinrtonne et ate it ee e eaaeanns @

Résoudre les équations du second degré suivantes :

1. x¥>+x+1=0 5. 3x2-2x-1=0 9. -5x>-3x+2=0
2. X +x-6=0 6. —§2+3X+9=0 10. 4x2+12x+4=0
X
3. x2+5x—6:0 7. ?+2x+9:0 11. x2—2=0
4. x> +x-2=0 8. —2x*+3x+4=0 12. -3x*—4x=0
L 8 & & el 0'¢:): o) (o] o I 2L L E 1 (6) o) P @
Résoudre les équations suivantes :
=2 1 2 +4x-1
1. x(2x+1)=x*>-3 4 x—2=0 o XAdx-l o
X x+1
3 2 x+1 1
2. x°—5x 5 —+——=1 Y
2 x—4 x—-1 x+2 3
2x*+3x-5 1 1 3 1 1
Y 6. —+——=4 9, ——-——=-
x—1 x x+2 x+2 x2-4 2
B - Factorisation et étude de signe
KALEVEYE EXERCICE 4 (RACITIES) .+ ot ttt ettt ettt e ettt et e e e et e e e e et e e ee e ae e e e e aneennneens @

Déterminer les racines de chacune des fonctions polynomiale suivante :

1. f)=x-2)(x+1) 3. fx)=2-x)(1-3x) 5. f(x)=4@2x+7)?

2. f(x)=2x+3)(x+2) 4. fx)=2(x-D(x+1) 6. f(X)=(x-2)A-x)(-4x+1)
& K 7r v EXERCICE 5 (FACtOTISAtiON) ..ottt et ettt et ettt e @
Factoriser, si possible, les trindmes suivants :

_ 2 ) 2
1. fx)=x"+x+1 3. f)=x"—x-1 5 f(x)=%+2x+9
2. f(x)=—-x*>+3x+9 4. f(x)=3x*>-2x-1 6. f(x)=4x*>+12x+4
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YA K Y EXERCICE 6 (INEQUATION) ..ottt et ttie et iee et e ie e e et e e et iee e e ee e e aaeeeeeananaaaas

Résoudre les inéquations suivantes :

1. X¥*+x-6=0 3. 16x2-40x+25<0 5 —x24+3x+9=0

2. —2x*+3x+4>0 4. —-5x*-3x+2>0 6. —3x>+5x+8<0
Kk Kk ¥ EXERCICE 7 (INEQUATION #2) ..o\ttt ettt ie et ettt ie et e e ie e e e et e e iaeeneaannns
Résoudre les inéquations suivantes :

1. =5x?> (=3x+1)(x+2) 3. 4(x—3)? = (7+4x)?

2. x+D(*+3)>(x+1)(5x-3) 4. (-3x*+x+2)(x+3)=0

Yok vy EXERCICE 8 (La factorisation A 1a TESCOUSSE) ...ttt et et et et e e e e e e e e e

Résoudre les équations suivantes en factorisant :

L (x+1)?-2x+3)%=0 4. 81— (x*+6x+9)=0
2. X2 42x+1+2x-3)(x+1)=0 5. Bx—1)2x+5)—(1-x)2x+5 =0
3. X¥°-16+(x+4)(x-6)=0 6. 2x+3)%2-22x+3)+1=0

C - Pour aller plus loin

Y% %k EXERCICE 9 (EQUAtion & PATAMETIe) .. ... ..uutt ettt ittt ettt et e et ans

Pour m € R, discuter du nombre de solutions de I'équation suivante :
x> —mx-3x+3x+1=0
KA KKK EXERCICE 10 (DEGTE 4) ...ttt ettt e et et e ettt e et e et et ie e
Résoudre les équations suivantes en posant X = x?
1. x*-84x*+243=0 3. 3x*+5x°+2=0

2. x*+8x2-9=0 4, —x*+x2+2=0

EXERCICE 11 (AVEC TAAICAL) . . oottt ettt e e e e e e e e e e e e e e e

Résoudre dans R :

1. x-5\/x-14=0 2. Vx+5=1-x 3. Va2 —x-6=vx-1
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