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E Tale M.Expertes - Point de vue géométrique

m Hors-programme : Construction de 'ensemble des nombres complexes C

Nous allons tenter d’expliquer comment nous pouvons définir 'ensemble des nombres complexes, comment
pouvons-nous considérer I'existence d'un fameux nombre (i) qui élevé au carré nous donnes —1.
Lidée est d’associer C a 'ensemble R? des couples de réels. Etant donné qu'un nombre complexe z = a + ib est
entierement encodé par deux données, le couple (a, b). Contrairement au nombre réel qui eux sont entierement
encodé par un seul nombre.
Dans ce cas, un nombre réel x est confondu avec le complexe (x,0) et le nombre imaginaire pur iy (o1 y € R) avec
le complexe (0, y). Graphiquement, on comprend ici que dans un repere les nombres réels sont placés sur I'axe
des abscisses et que les imaginaires purs eux sont sur 'axe des ordonnées.
On remarque ici, que la o1 les nombres réels vivent sur une droite (R), les nombres complexes eux vivent dans un
plan (R?).
Une fois cette définition donnée, définissons deux opérations :

* La somme de deux couples de réels : Soient z = (a,b) et z’ = (a’,b) deux éléments de C, on définit leur
somme :
z+z =(a+a,b+b)

de la méme maniere qu’on a pu définir la somme vectorielle en Seconde. En effet :

y
z+7z
b+br-——
z 1
|
e i
| |
1 w uU+v |
|
/
) 1 z 1
b7 = T
_\) | |
|4 1 |
x
a q a+a

Cette opération est bien compatible avec les opérations existant sur les réels, au sens o si x et x’ sont deux
réels alors x + x’ désigne le méme objet, qu’on voit x et x' comme des réels ou comme les couples (x,0) et
(x',0). On aura dans tous les cas x + x’ et (x + x’,0) (qui représente bien le réel x + x').
On peut rajouter que nous avons bien la commutativité de la somme de deux couples de réels, tout simple-
ment par la commutativité de la somme de deux vecteurs.
* Le produit de deux couples de réels : Soient z = (a,b) et z’ = (d/,b') deux éléments de C, on définit leur
produit :
zxz' =(aa' -bb',ab’ +a'b)

On ne justifiera pas la formule du produit de deux couples de réels mais nous pourrons le faire plus tard,
une fois que nous aurons définit la forme trigonométrique d’'un nombre complexe. On peut vérifier que cette
opération reste commutative et que 1 est reste bien le neutre pour cette opération, en effet :

e zxz' =(ad -bb,ab'+a'b)=(da-b'badb+ab)=z'xz

e 1,00xz=01,0)x(a,b)=1xa-0xb,1xb+ax0)=(ab)=z

Ainsi définit, montrons que i®> = —1. On vient de voir que i s’écrit alors (0,1), on a alors :

?=0,1)x(0,1)=(0x0-1x1,0x1+0x1)
=(-1,0)
=-1
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m Affixe et conjugué

A - Affixe

Le plan muni d'un repere orthonormé direct (O, 7, 7) est appelé plan complexe.

Siun point M a pour coordonnées (x, y), on dit que le complexe z = x + i y est 'affixe du point M.
On dit également que M est 'image du complexe z = x + iy, on notera généralement M : M(z).

De méme, si 1 = xi+ y7 est un vecteur du plan, on dit que le complexe z = x + i y est I'affixe de u.

L@ r======r=2

Y
N2

0 Re(z)

© Information:

* Les réels sont donc les complexes dont I'image est située sur 1’axe des abscisses;
* Les imaginaires purs sont les complexes dont I'image est située sur ’axe des ordonnées.

e Pour M un point d’affixe z, on a alors que le vecteur OM a pour affixe z.

Propriété 1 : Somme - Multiplication par un scalaire
Soient 1 et u, deux vecteurs du plan complexe d’affixe respective z; et zy.
e Le vecteur somme u; + Uy a pour affixe z; + z»;

e Pour 1 €, le vecteur Au; a pour affixe 1z;.

Exemple :
. — — , . . . . . El) - 35?:
Soient u; et u, deux vecteurs d’affixes respectives z; =5+ 1 et zp = 3i + 1. Ainsi le vecteur — a pour
affixe :
z21—32 _ 5+i-9i-3
2 2
_—4i-2
2
=-2i—-1
Démonstration :

e Pouruy =x i +y j daffixezy =x;+iy; €Cet Uy =Xy i +y, j d’affixe zp = xo + iy, on a alors par
propriété sur la somme de vecteurs :

un + U = (X +xz)7+(Y1 +y2)7

Ainsi le vecteur somme : 17 + 3 a pour affixe dans C le complexe :

z=(x1+X)+i(y1+y)=x1+iy1+x+iy=21+2

M. DESORGERIS
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e Pouru; =x1 i +y; j d’affixe z; = x; +iy; € C et A € R on a alors par propriété de produit d’'un vecteur
par un scalaire :
Aﬁl’ =Ax1 1 +/1y1 ]
Ainsi le vecteur Au; a pour affixe dans C le complexe :

z= /1)61 + l/lyl = A(Xl + lyl) = /121

Propriété 2 : Différence
Soient A et B deux points du plan complexe d’affixe respective z4 et zp.

—_—
» Levecteur AB a pour affixe zg — z4;
ZA+2ZB
2

* Le point I, d’affixe z;, est le milieu de [AB] si, et seulement si, z; =

Démonstration :

* Soient A(x4,y4) et B(xp, yp) deux points du plan complexe d’affixe respectif z,4 et zp.
XB— XA

On sait que AB =
YB—J)a

a pour affixe :

ZZXB—XA+i(yB—yA) :xB+in—xA—iyA:zB—zA
D’oil AB a pour affixe zp — z4.
* On sait que le point milieu I du segment [AB] a pour coordonnées :

XA+ XB yatyB
= A =
2 yi 2

X1

D’ou le point I a pour affixe dans C, le complexe :

(xA+xB)+,(yA+y3) xA+iyA+xB+in ZA+ 2B
1 = =

Z7 =
! 2 2 2

o o
%, A savoir faire 1 : Manipuler les affixes

Soient A, B et C trois points du plan complexe d’affixe respective : z4 =51, zp = —2+i et zc =5+4i

1. Déterminer I'affixe du point D, pour lequel ABDC est un parallélogramme.

M. DESORGERIS



Lycée Marcel Sembat- Mathématiques

B - Conjugué

Propriété 3 : Conjugué
Géométriquement, I'image de z, le conjugué d'un nombre complexe z, est le symétrique du point d’affixe

z par rapport a I’axe des abscisses.

Exemple :
<1

F-- -+

2 = 22

+—
=

® 5 . . .
& A savoir faire 2 : Représenter un nombres complexes et son conjugué.
Représenter dans le plan complexe ci-dessous, chacun des nombres complexes et son conjugué suivants :

° Z1=2—3i
® Zr=-—1
* z3=-3
z1
+
22
Z3 T 23 23
<1
+

m Module

Pour z = x + iy un nombre complexe, avec (x, y) € R?;
On appelle module de z, le réel positif défini par :

|zl = \/ %% + y?> = VRe(2)? + Im(z)?

@ A retenir : Géométriquement
Le module de z est la longueur du segment entre I'origine O et le point d’affixe z.

M. DESORGERIS
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M(z)
&
|Z| /// |
27 1 Im(2)
Re(z)

On voit clairement apparaitre le théoreme de Pythagore, c’est pourquoi il est trés simple de retrouver la formule
du module d’'un nombre complexe.
De méme on retiendra que le module d'un nombre complexe est toujours positif.

Exemple :

Le module du nombre complexe : z =3 —4i est

I3—4i|=V3%2+42=V9+16=Vv25=5

Propriété 4 :

Si A et B sont deux points du plan complexe, d’affixe respective z4 et zp alors la distance AB = |zp — z 4.

Démonstration :
Considérons deux points A(x4, y4) et B(xp, yp) d’affixe respectifs : z4 et zp.
On sait que :

e D’une part: AB = HEH =/ (xg—x2)%+(yg— ya)?;

o D’autre part: |zg — zal = |xg — xa+ i(yg — ya)| = V(x5 — x2)% + (y5 — ya)?
D’olt AB = |z — zal. |

© Information : Notation

Dans le cas ou1 z € R, on a le module de z qui est égal a |z| = \/Re(z)? = V z2 qui est la valeur absolue de z.
Ce qui justifie la méme notation entre module et valeur absolue, le module prolonge dans le cas complexe la
notion de valeur absolue.

Propriété 5:

PourzeC,ona:
z2z=|z?

Démonstration :
Soitz=x+iyeConaalors:

zz=(x+iy)(x—1y)
:x2+y2

2
=z

M. DESORGERIS
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Corollaire 1 : Formule de I'inverse

Pourze C*,ona: _
z
2

1
z |z|

Démonstration :

) . . . 1 a-ib z
Pour z =a+ibeC*, on sait que z est inversible et que — = —

2 @2+ 2P
Propriété 6:

Soient z; et z; deux nombres complexes, on a :

* |lzil=|z1| =1~z

|z1]=0©2; =0

|z122| = 1211 122]
21

22

_lal
|z2]
e PourneZ,ona:|z" =|z|"

Si zo # 0 alors

Exemple :

( \/§ i )2025

Jlos-i |
NN AR

Démonstration :

o lzil=|xi+iy|= \/Xf+yf = \/Xf+(—y1)2 =|z1| etl—z1l = V(=x1)? + (=y1)2 =\ /x2 + y2 = |z1]

D'ott |21 = |71 = |- il.

* Ona:lz;|=0< |z =0 xf +y; =0.
Supposons par I'absurde que x; # 0 ou y; #0, donc:

2, .2
x{+y;>0

car xf >0 ou yf > (0. Absurde car on a supposé que xf + yf =0.
Donc x; =0ety; =0i.e z; =0.

Assez évident.

pour leurs carrés :

» D’autre part:
lz1221° = |x12 = y1y2 + i(xX1y2 + X231) |
= (12— y1¥2)* + (172 — X2 1)°
= (x1X2)° + (y172)° = 21 X1 Yo + (1172)° + (2 y1)* + 21 Yo Xo 1
= (x1X2)% + (y1y2)2 + (0 J/2)2 + (Xzy1)2
Donc (|z11221)? = |z122|? et par positivité des deux membres on a:

|z11122| = |21 22|

e Onapour z; = x] +iy] et z2 = X2 +1)», comme |21 2| et |z1]]|z2| sont positifs, démontrons I'égalité

» D’unepart: (1z1]1221)* = |211% |22 = (x + y2) (x5 + y5) = (1 )1)* + (01 12) + (x21) + (x2)2)*
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» Démontrons tout d’abord que

1 1 .
—|=— pourzeC".
z |z|

On sait que tout z € C* est inversible, c’est-a-dire :

1
zx —|=|1]
z
1
lz| x [—]=1
z
Il 1
z_lzl

» Ainsi en couplant ce que 'on vient de démontrer et le point précédent on a alors, pour tout
z1,z2€Caveczy #0:
21

22

1|zl

|z2]

e Par récurrence sur n € N on montre que |z"| = |z|" en utilisant point de multiplicativité du module.

. 1 1

On généralise a Z en notant que pour n < 0 on a alors |z"| = ‘—m = 2 avec m > 0 donc par la
z z

propriété dans N on a alors :

1
|2"| = o = e =

Propriété 7:
Pourtoutze C,ona:

1. |Re(z)| = |z| et on al’équivalence :
|Re(z)| = |z| © ze R

2. |Im(z)| < |z| et on a I’équivalence :
Im(z)| =|z| © z€ iR

Démonstration :

Les deux inégalités sont évidentes car nous travaillons dans un triangle rectangle de c6tés de longueur :
|Re(z)| et |Im(z)| et d’hypoténuse de longueur |z|.

M(z)
i
|Z| ,’/ |
-7 lim()]
|Re(z)]

Démontrons maintenant le cas d’égalité :

1. Clairementona:

IRe(2)| = |zl & |Re(2)|* = |z|*

M. DESORGERIS
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Ordanscecasona:

IRe(2)|* = | z|?
< Re(z)? = Re(z)? +Im(z)?
= Im(z)2 =0

< Im(z)=0
Ainsi on vient de démontrer que :
[Re(z)| =1zl ©Im(z) =0 zeR
2. Lasituation est symétrique on a alors :

Im(z)|=|z| ©Re(z) =0 z€ iR

Propriété 8 : Inégalité triangulaire

Si z1, z» sont deux nombres complexes, alors :
|21 + 22| < |z1] + | 23]
Cette inégalité devient égalité si, et seulement si, z; = 0 ou s’il existe 1 € R, tel que z, = 1z;

Graphiquement la situation se représente ainsi :

M(z; + zp)
M(z1)
|
xxw g
N
T M=)

@A retenir : Faire un détour c’est toujours plus long
Linégalité triangulaire formalise 'idée que généralement, le chemin le plus court est la ligne droite.

Démonstration :
Soient z;,z € C,

» Démontrons I'inégalité : Comme |z; + 22| =0 et |z;|+|z2] =0on a:

2 2
|z1 + 22 < |z1| + |22] © |21 + 221 < (|z1] + | 22])

M. DESORGERIS
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|21 + 2212 = (21 + 22) (21 + 22)
=(z1+22) (z1 + 22)
=ziz1+2122 + 2122 + 2222
=zl +lzl+ 2z + 212
=|z1* +|22/* + 2Re (21 22)

<lz11* +1221* +2|Re (2122

Or comme |Re(z)| < |z| = VRe(2)? + Im(z)?, donc:

|21+ 221 < |21 + 221 + 2| 212
=|z11? +|zo|* + 2] 2| |z_2| car |zz'| =|z| |z’|
=211 +1z2/” + 21211 |22]  carlz| = 2]

2
= (lz1l+1221)

Ainsi on vient de montrer que |z; + z2|2 <(lz1l+ 1z P2

» Ftudions le cas d’égalité : Pour la méme raison (tout est positif) on a:
|21+ 22| = |z1] +|22] & 21 + 221 = (21| + | 22)°
Lorsqu’on a établit le cas d’inégalité on a des égalités a toutes les lignes sauf a deux passages :
Re(2122) < |Re(2122)|

et:
[Re(2173)| = |7

Etudions alors dans quel ces deux inégalités deviennent des égalités :
* La premiére inégalité nous demande:

Re(2122) = [Re (2122

Ce cas d’égalité est vérifié lorsque Re (z1z3) = 0.
* Laseconde inégalité nous demande :

[Re(217)] = |1 7]
par la premiere condition on a alors Re (21 zz) = 0 donc :
[Re (2122)| = | 2122 © Re(2122) = | 2122
Comme chacun des deux membres est positif on a alors :
Re(2122)° = |21Z2|° © Re(2122)° =Re(2122)” +Im (2122)° © Im (2123)° =0 & Im (2122) = 0
Or on sait que :

2122 = (X1 +iy1) (X2 —1y2)

=x1X2+ Y1Y2 +i(X2)1 — X1)2)
Ainsi on a égalité dans la seconde inégalité si, et seulement si :

X1 X2

=0 < z; et zy sont proportionnelles
»yoy

Xoy1—x1y2=0%

Ainsi on a le cas d’égalité si, et seulement s’il existe A € R tel que zp = 1z;.

M. DESORGERIS
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Ainsi I'analyse nous assure que si on a I'égalité : |z; + zp| = |z1| + | 22| si Re (zlz_z) >0etil existe L eR
tel que zo = 1z;.

Essayons de condenser les deux conditions en une seule, supposons alors que z» = 1z; avec A € R et
Re (le_g) =>0.

Etudions alors le signe de Re (z172), on a:

Re(z122) = Re (zlxl_zl)
=Re(1z171)
= ARe (|21 |2)

OnaalorsRe(z1z2) =20 AeR,.

Réciproquement on montre assez aisément que s'il existe A € R, tel que zp = 1z;.

Conclusion de I'analyse : On a égalité s’il existe 1 € R, tel que zp = Az;.

Syntheése : On montre aisément que s’il existe A € R, tel que z, = 1z; alors on a le cas d’égalité.

Par analyse-syntheése on vient de démontrer que 'inégalité triangulaire devient égalité dans le cas ot
L eR, tel que zp = Az;.

Forme trigonométrique et forme exponentielle

A - Nombres complexes de module 1

On note U I’ensemble des nombres complexes de module 1 :
U={zeC/|z|=1}

Lensemble des points du plan complexe ayant un module égal a 1, est]’ensemble des points du plan distant
d’une longueur 1 du point (0, 0).
D’ou1 U est I'’ensemble des affixes des points du cercle unité, en d’autres termes :

zeUo M(z)€%(0,1)

Propriété 9 : Structure de U
* Le produit de deux éléments de U est un élément de U.

¢ L'inverse de tout élément de U est un élément de U.
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Démonstration :
Cette propriété repose sur la multiplicativité du module :

1. Soit z1,zp e Uon aalors |z;1] =|z2] =1 on aalors:

|z122] = |z1]| 22|
=1x1
=1
D’ol 2129 € U.

2. Pour ze Uonaalors: z #0 car |z| = 1. Ainsi on peut considérer :

1] 1
z |z|
1
1
=1
, 1
Dou - €U.
z
|
%, A savoir faire 3 : Manipuler les modules
1. (a) A-t-onl+ieU?
A corriger
1-1i
(b) Et pour —?
) V2
A corriger
2. Soitze C\1,
z+1 )
Montrer que 21 € iR si, et seulement si, ze U
Z —
A corriger )
Propriété 10 : Condition nécéssaire et suffisante
PourzeC*,ona:
1 _
zeUo —=2
z
Démonstration :
Considérons z€ C* on a alors :
zeUeo|zl=1
o|z12=1
©zz=1
_ 1
©z=— carz#0
z
|
Exemple:
En particulier qui est 'inverse de i? —1i
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Propriété 11 : Forme trigonométrique - Argument

SizeU, alorsil existe 6 € R tel que z = cosf + isinf. Un tel réel 6 est appelé un argument de z.
On appellera forme trigonométrique d'un nombre complexe z, la forme :

z=cosf +isinf

Démonstration :

Soit z € U, on a |z|*> = 1 i.e Re(2)? + Im(2)?> = 1, donc on peut affirmer que le point M(z)(Re(z),Im(z)) €
% (0,1).

M(z) est donc un point du cercle unité, or on rappelle la définition du cosinus et du sinus :

Soit M un point du cercle unité, notons @ I'angle en radian de I'angle TOM
e L'abscisse du point M est le cosinus de 'angle 8 : cos6;

* L'ordonné du point M est le sinus de 'angle 6 : sin@;

sinf

Ainsi comme M(z) est un point du cercle unité, on sait que les coordonnées de M(z) sont (cosf,sinf) o
0 est une mesure en radian de I'angle TOM. Par unicité des coordonnées du point M(z) on a Re(z) = cosf
et Im(z) =sin6.

D’ol1 z=cosf + isinf. |

© Information: Terminologie

Sif e Resttel que: z = cosf+isinf on aalors également: z = cos(0+2m)+isin(6+2x). Et méme plus généralement
on sait que : pour tout k € Z on a z = cos(@ + 2km) + isin(0 + 2k).

Il est donc claire qu'il existe une infinité de réel 0, vérifiant la derniere propriété, ainsi on veillera bien a dire un
argument et pas I’argument.

@ A retenir : Cercle trigonométrique
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(G % o 5 q At
Z A savoir faire 4 : Forme trigonométrique d’'un nombre complexe.

Déterminer un argument et une forme trigonométrique de chacun des nombres complexes suivants :

V2 V2
l. z1=——-i—
A 2 2
A corriger
V3 i
2. zp=——+=
N 2 2
A corriger
i V3
&, S —=——=
A )
A corriger

4. Z4:—i

A corriger

B - Argument

Pour M un point du plan complexe d’affixe z # 0, un argument de z, que I’on notera arg(z), est une mesure
de I'angle orienté /OM.

Le réel 6 est une mesure, en radian, de I’angle orienté /OM, on note alors :

IOM=0+kx2n (keZ)

Ici on a alors arg(z) =0 + 2kn

© Information: Pour z =0, I'angle IOM , West pas défini car les points O et M sont confondus. On ne peut donc
pas parler d’argument pour le complexe 0.

M. DESORGERIS
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(¢a® % . . 2 a
% A savoir faire 5 : Déterminer un argument d'un nombre complexe

Déterminer un argument pour chacun des nombres complexes suivants :

1. z=-i
arg(z):—E
2
2. z=-2
arg(z)=m
3. z=1+1
ar ==
g(2) n
4. z—1+iV3

Indice : On pourra penser a la trigonométrie dans un triangle rectangle.

D’apres le théoréme de Pythagore, on a alors OM = |z| = \/ 12 + 3 =2

Ainsi d’apres la trigonométrie dans un triangle rectangle on a : cos = - (a partir d’ici nous ne pouvons

. .o b . V3 b4
pas conclure car ¢a pourrait aussi étre I’angle — 5) etsinf = = onaalors: 0 =—

@A retenir: Langle orienté d’un point avec I'axe des abscisses n'est pas unique, il est exprimé a 27 pres. A partir
d’un point si un ajoute un (ou des) tour(s) complet, dans un sens ou dans I'autre, on retombe sur le méme point.
C’est pourquoi on va définir une notion qui nous permettra de savoir si deux mesure d’angle en radian définisse
un méme point du cercle trigonométrique.

Propriété 12 : Congruence

Deux mesures, en radians, d'un méme angle different d'un multiple entier de 27. Si 6; et 8, sont deux
mesures d'un méme angle alors il existe k € Z tel que 6, — 6, = 2kn, dans ce cas on dira que 0; et 8, sont
congrus modulo 27 et on notera 6, = 6, [27]

Démonstration :

Considérons M un point du plan complexe d’affixe z et deux mesures 6; et 0, de cet angle TOM. On a alors
qu’il existe ki, k» € Z tels que :

IOM=0,+2kimr A IOM=0,+2kym

Ainsi:

91 + 2k17‘[ = 92 + 2](2271’
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On aalors::

» 0, et 0 different d'un multiple entier de 27 en effet :
91 = 02 + 2(](,'2 — kl)ﬂ'

» 01-0,=2(kr,—k))n=2Kmavec K=k, — k) € Z.

% A savoir faire 6 : Congrus modulo 27 2

Déterminer si les nombres suivants sont congrus modulo 27 2

T 137
1. —et—2?
6 6

[\
I

@

—
~

Largument principal d'un nombre complexe z non nul, est la mesure, en radian, de I'angle orienté TOM
(en gardant les mémes notations que précédemment) appartenant a | — 7, 7].

@ A retenir : Pourquoil'intervalle | — 7, ] ?
Lidée c’est de partir de la partie droite de I’axe des abscisses sur le cercle trigonométrique :

et de réaliser le chemin le plus court vers le point souhaité.

© Information:

* Ici nous pouvons dire I'argument principal, car il est unique.

M. DESORGERIS



Lycée Marcel Sembat- Mathématiques

* Pour cette raison, on essayera le plus souvent possible de travailler avec 'argument principal d'un nombre
complexe.

# A savoir faire 7 : Argument principal

Déterminer I'argument principal de chacun des nombres complexes suivants?

117
1. arg(z) = — +2knroukezZ?

C - Passage d'un complexe unitaire a un complexe quelconque
Propriété 13 :

Soit z€ C*, on a ﬁ € U. On appellera le complexe I_ZI’ lorsqu’il est défini, le normalisé de z.
# %

Démonstration :
Soit z € C* on a alors | z| # 0 on peut alors considérer :

V4

F4

ol lal

llzll Izl

@ Aretenir: La propriété précédente nous fait le pont entre les nombres complexes, non nuls, et les nombres
complexes de module 1. On va chercher a savoir quelles propriétés sont invariantes par multiplication par un
scalaire strictement positif (module ou inverse d'un module). Ceci nous permettra d’affirmer que les propriétés
qui sont vraies pour les nombres complexes de module 1, sont aussi vraies au module pres pour les nombres
complexes non nuls.

A partir d’'un nombre complexe non nul on peut toujours se ramener un nombre complexe de module 1.

Si on appelle M(z) le point du plan complexe d’affixe z non nul, on peut considérer le point M’ le point de la
demi-droite [OM) appartenant au cercle trigonométrique.

M. DESORGERIS



m Tale M.Expertes - Point de vue géométrique

Propriété 14 :
Soient z un nombre complexe non nul, d’argument principal 8, et A un nombre réel non nul. On a alors :

e Sid>0alorsarg(1z) =0+2kmou keZ.

arg(Az) = arg(z)[2n]

e Sid<Oalorsarg(Az)=0+m+2krouke”Z.

arg(Az) = arg(z) + (2]

Démonstration :

Considérons M un point du plan complexe d’affixe z € C*, notons 8 son argument principal on a alors :

———

IOM =06

Soit A € R, notons M’ le point d’affixe Az.
Multiplier I'affixe du point M par A revient a multiplier les coordonnées de M par A

e Si A >0: multiplier le complexe z par A > 0 revient a multiplier les coordonnées de M par A, cela
correspond donc a homothétie de rapport positif et de centre O.

On sait alors que O, M et M’ sont alignés et OM et OM’ sont deux vecteurs de méme direction et
surtout méme sens. Ainsi :
arg(Az) = arg(z)[2r]

* Si A <0: multiplier le complexe z par A < 0 revient a multiplier les coordonnées de M par A, cela
correspond donc a homothétie de rapport négatif et de centre O.

On sait alors que M’,0 et M et sont alignés (dans cet ordre) et OM et OM’ sont deux vecteurs de
méme direction mais de sens contraire. Ainsi :

arg(Az) = arg(z) + w[27]

# A retenir : Si on multiplie un complexe non nul par un réel strictement positif ’argument principal ne change
@Aret S Itipl pl 1p 1 strict t positif 'arg t principal ne chang
pas, ce qui n'est pas le cas pour un réel strictement négatif : le complexe produit fait un demi tour, c’est une
rotation d’angle 7 rad.

Pour z € C*, la propriété précédente nous permet d’affirmer que pour tout point M, d’affixe z’, situé sur la demi
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droite [OM) les complexes z et z' ont méme argument principal.

~

Et en particulier pour le complexe normalisé on a :

Propriété 15 : Argument d’'un complexe et son normalisé
z
Pour z € C*, considérons les arguments principaux de z et son normalisé 2 on a alors :
z
arg(z) = arg| —
|zl

Démonstration :

1
Cas particulier de la propriété précédente car pour A = 1 >0onaque:

Az = z[27]

Donc en particulier les arguments principaux de z et 1z sont égaux. |

D - Forme trigonométrique
Propriété 16 : Forme trigonométrique
Soit z un nombre complexe non nul, d’argument principal 8, on a :
z=|z|(cos + isin@)
Démonstration :

Cette propriété découle directement du cas des nombres complexes de module 1.
Comme déja précisé précédemment on se ramene a un nombre complexe de module 1 en considérant

< . .
le complexe : z' = =k Les complexes z et z’ ont méme argument principal car z’ est le produit de z par
z

|z]

M. DESORGERIS



m Tale M.Expertes - Point de vue géométrique

Par la propriété sur la forme trigonométrique d'un nombre complexe de module 1 ona:

Z' =cosf +isinf

Z ..
— =cosf +isinf

|z

< z=|z|(cosO +isinf)

Méthode 1 : Obtenir la forme trigonométrique d’'un nombre complexe

Soit z = x + iy un nombre complexe non nul.
Tout d’abord on fait remarquer que la forme trigonométrique d’'un nombre complexe est entierement dé-
fini par deux valeur : le module, |z|, et 'argument principal, arg z de notre nombre complexe

1. On factorise par le module de |z|, on a alors :

z=|z|

lz| |zl

X . A

Le complexe 2l + iﬁ est donc un nombre complexe de module 1, qui a donc le méme argument
z z

principal que z

2. On identifie alors I'argument principal de notre nombre complexe de la fagcon suivante :

| =

cosf =

~n

sinf =

|z

¢a® % . . 7 q q L]
% A savoir faire 8 : Déterminer la forme trigonométrique d'un nombre complexe

Déterminer la forme trigonométrique de chacun des nombres complexes suivants :

1. z=1-1i
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Propriété 17 : Caractérisation d’un réel ou d’'un imaginaire pur
Soit z € C*, notons arg(z) 'argument principal de z. On a alors :
* zeR e arg(z) =0 ou 7;

* ze iR o arg(z) = z ou z

2 2

Démonstration :

Soit z € C* on peut alors considérer son normalisé :
, Z
z=—c¢€lU
|z]

On sait qu’il existe 0 € R tel que :
z' =cosf +isinf

E - Forme exponentielle

Pour 6 € R, on définit I'exponentielle imaginaire et on note e’ le nombre complexe défini par :

¢ = cosO +isind
Exemple :
On aalors:
¢ el0=1]
T

l‘_
e e 2=

¢ eT=-1
37

=
e e 2 =—j

A Attention : Exponentielle réelle VS exponentielle imaginaire

Pour nous cette année, la forme exponentielle restera une simple notation, rien ne nous permet d’affirmer qu’ily a
un quelconque rapport avec la fonction exponentielle que vous connaissez dans le cas réel. On fera donc attention
aux abus de propriétés, une propriété que vous connaissez sur I’exponentielle réelle restera pour I’exponentielle

réelle!

On constatera que I'exponentielle imaginaire e partage des propriétés en commun avec 'exponentielle réelle,

mais on fera attention d’utiliser uniquement celle cité dans ce cours.

Propriété 18:

Soient 8,607,0, € R, on a alors :

o |el9| :letarg(eig) :6+2kﬂ0ﬂk€z;

o = 0
, . i0
e Pour k€ Z, on a e!0+2kn) — pi0 el
el = ¢ U
. . . _ i(01-0)
° 6191 esz - el(91+92) o E =eg V1772
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Démonstration :

e Ona |ei9| =|cosf +isinf| = vV cos20 +sin®0 = 1.
De plus, comme le point M du plan complexe d’affixe e! = cos6 + isinf a pour coordonnées

M (cosb,sin@), par définition du cosinus et du sinus I'angle orienté TOM est congru a 8 modulo 27.
D’ol, il existe k€ 27 :

arg(em) =0+2kn
e SoitkeZona:

e!0F2k1) = cos (@ +2km) + i sin (0 + 2km)
=cos(0) +isin(0)

— elG

e Ona:

ﬁ = (cosO +isinB)
=cosf —isinf
=cos(—0) + isin(-0)

_ e—z@

e Attention, on ne manipule pas I'exponentielle réelle donc on ne peut pas utiliser les propriétés de
I'exponentielle réelle.

Ici on va supposer connu les formules d’additions du cosinus et du sinus que I’on démontrera (de
maniere indépendante) plus tard dans ce polycopié :
cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb

sin(a+ b) =sinacosb+ cosasinb

Soit 67,0, e Rona:
016102 — (cosB; + isinfB;) (cosBs + isinfy)

= cosb; cosf, —sinfB; sinf, + i (sinf; cosO, + cosB; sinby)

=cos (01 +0,) +isin(6; +05)

— ei(91+92)

* Onapourtoutfd eR:
00710 — (cosB + isin®) (cos(—0) + isin(—0))
= (cosf +isinf)(cosO —isinfh)
=c0s%0 +sin®6 — i cosOsinb + i cosOsin O
=1

Comme e/ #£0 pour tout 6 € R, ainsion a:
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e Pourtoutf,,0, eRona:
i0

el 1 _ o y 1

eibs oil:
— 191 —i@z 1
=ele par le point 5
= ¢!01-02) par le point 4

[ |
Propriété 19 : Forme exponentielle
Pour tout z € C, il existe (7,60) e R; xR tel que :
z=re'

On a alors r = |z], et si z # 0, alors 6 est un argument de z.
Cette écriture est appelé forme exponentielle de z.

Démonstration :

» Considérons ze C*:
En notant 6 € R 'argument principal de z, on sait par une propriété précédente que z posséde une
forme trigonométrique :
z=|z|(cosO + isin@)

Comme |z| € R, et e'? = cosf + isin®, on a alors :
z=|z|e?®
D’ouil existe bien r = |z| e R; et 0 € R tels que :

z=re'

» Pour z=0on aaclairement :
z=0e VO eR

On peut alors choisir r =0eR; et =0eR tel que:

0=0¢"

(‘)2 A savoir faire 9 : Forme exponentielle d'un nombre complexe. ’

‘ Compléter le tableau suivant : ‘
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Forme algébrique

Forme trigonométrique

Forme exponentielle

~.
wls

cos (%) + isin (%)

Propriété 20 :

Opérations sur les arguments

Soient z; et z; deux nombres complexes non nuls. On a alors :

e arg (Z_l) = —arg(z;)[27];

* arg(z;zp) = arg(zy) +arg(zy)(27];

* arg (%) = arg(z;) —arg(zp)[27]

* Pour neZ, ona:arg(z}') = narg(z))[27n]

Démonstration :

Ainsi :

z=rel?

e Ennotant 8 € R un argument de z on sait alors que :

0 = arg(z)[2n]

On a alors par la propriété précédente que :

=Te!? par multiplicativité de la conjugaison complexe

—-i0

=re

arg(z)

arg(zy) =0,[2n] et

D’ou1 —0 est un argument de z, ainsi :

—0[27]

—arg(z)[2n] car arg(z) = 0[2n]

* Ennotant 01,0, € R un argument respectivement de z; et zp, on a alors:

arg(zy) = 0, [2m]
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Onaalors:

2129 = Tlelel rze’gz

= r1rpe'?1 e

— 71 rzel(01+62)
=Re'"Y avecR=rreR,ety=01+6,

Ainsi on vient de déterminer la forme exponentielle de z; z, et on a que 8; + 6 est un argument de

212, ainsi :

arg(z) zp) = 01 + 0, (27]
= arg(z1) +arg(zz)[27]

e En notant 0;,0, € R un argument respectivement de z; et zp, on a alors:
arg(z)) =0,[2n] et arg(zy) =0,[2n]
On a alors :

21 rle’G‘

Z2 r2€i92

r el

_r_zeiez
Il i6,-6,)
= _—p!th=02
2
iy 3!
=Re”” avecR=—€cR,ety=0,-0,
r2

. . . . . < Z
Ainsi on vient de déterminer la forme exponentielle de “Letona que 8, — 6, est un argument de aty
F9) 22
ainsi :
z
arg(—l) =0, -0,27]

22
= arg(z;) —arg(zp)[27]

» Pour n € N, on montre par récurrence sur 7 la puissance de z" que :
arg(z") = narg(z)[27]

d’apreés le point 2.

1 .
» PourneZ_onaz"=—avec—neN ainsipar le récurrence précédente on a:
o

arg(z") = arg(%) [27]
z
=arg(l) —arg(z") [27]
=0-(—n)arg(z)[2n] car —-neN

= narg(z)[2mn]
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Méthode 2 : Factorisation par I'angle moitié
Pour mettre sous forme exponentielle la somme de deux nombres complexes de méme module, on facto-
rise par ce qu’'on appelle I’angle moitié. Par exemple :

'01+92 '61—02 .92—91
i0 6 ! ! !
re +ret>=re 2 e 2 +e 2

.91+92 .61—92 _91—92
i i i

=re 2 e 2 +e 2
61+02
0,—-05) i
:2rcos( 1 721, 2

A Attention: cos n’'est pas forcément positif, ainsi par cette méthode nous n’'obtenons automatique-

ment la forme exponentielle. Dans le cas ou le cosinus est négatif il ne faudra pas oublier la formule : —cosx =
cos(m — x)

# A savoir faire 10 : Utiliser la factorisation par I'angle moitié.

Soit a, b €]0, [, écrire sous forme exponentielle et préciser le module de chacun des complexes suivants.

1. z1=1+¢@
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F - Applications aux fonctions trigonométriques

Propriété 21 : Formules d’Euler

Pour toutréel 0 e R, on a:

eif 4 =0 il _ o=i0
cosf=—— et sinf=——
2 21
Démonstration :
On sait que :
0

e'% = cosf +isinf
» De plus, on sait que :
z+z=2Re(2)

Ainsiona:

e'? 1 ¢i0 = 2Re (eig)
e? + 7% =2cos0 car on sait que: ei? = e 0
i0 4 o~i0

2

e
donc: cosO =

» De plus, on sait que :
z—2z=2ilm(z)

Ainsiona:

e — eif = 2iIm (eig)

e% + e % =2isinf car on sait que :ei¥ = ¢~
i0 _ p=if

21

. e
donc: sinf =
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On appelle linéariser une expression trigonométrique le fait de transformer une expression contenant
des puissances ou des produits de fonctions trigonomeétriques (comme sin* x, cos* x, cos xsin x...) en une
somme de termes ol les arguments des fonctions trigonométriques sont linéaires, c’est-a-dire sous la
forme ax+boua,beR.

Exemple :

Soit x € R, linéarisons 1'expression cos®x, c’est-a-dire exprimons notre expression en fonction d'une

somme de cosinus de la forme : cos(nx) ou n € N.
. el.Xf + e—zx
On sait que cosx = — donc:

2
eSix_i_geZixefix+3eix672ix+ef3ix
8
e3tx+ e—3tx 3 elX 4 g7ixX
+ _—
2 4 2

3 elx+e 129
CoOS X =|—FT"

1
4
1 3
= —cos(3x)+ —cosx
4 4

® 5 . . . 0 . . 0
# A savoir faire 11 : Linéariser une expression trigonométrique

Linéariser les expressions suivantes :

1. sin®x
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3. sinxsin(2x)

Propriété 22 : Formules d’addition

Soient a et b deux réels. On a alors :

e cos(a+b) =cosacosb—sinasinb

e sin(a+ b) =sinacos b+ cosasinb

Démonstration :
Il pourrait paraitre évident d'utiliser les formules d’Euler pour démontrer ces formules, malheureusement
en utilisant les formules d’Euler nous utiliserons les propriétés du produit d’exponentielle complexe qui
ont été démontré justement a I'aide des formules d’addition. Ainsi pour éviter un raisonnement circulaire
il faut démontrer les formules d’addition sans passer par les formules d’Euler.
A démontrer [ ]

© Information : D’autres formules?
Donner alors une formule pour :

e cos(a—b)=cosacosb+sinasinb
e sin(a—b) =sinacosb—cosasinb

@ A retenir : Moyen mnémotechnique
Pour retenir ces formuules on pourra se dire que le cosinus est un connard il ne se mélange pas et change d’hu-
meur (signe) et le sinus est sympa il se mélange et ne change pas d’humeur (signe).

o0
% A savoir faire 12 : Utiliser les formules d’addition

T 7
1. Calculer — — —.
3 4

4
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Propriété 23 : Formule de Moivre

Soit 6 € R. Alors, pour tout n € N :

(cosB + isinB)" = cos (n0) + i sin (1)

Démonstration :

Pour n € N, considérons le prédicat :
P (n):«(cosh +isinh)" = cos(nh) + isin (nb) »

» Initialisation : pour n =0

[0 D'une part: (cos@ + isin6)? = 1
[0 D’autre part : cos(06) + i sin(06) = cos0+ isin0 =1
D’ou le prédicat est vraie pour n = 0.

» Hérédité : Supposons le prédicat &?(n) vraie pour un entier quelconque n = 0. Démontrons que
P (n+1) est vrai.

"1 — (cosO + isin0)" (cosf + i sinh)

(cosB +isin®)
= (cos(nB) + isin(n)) (cosO + isinH)
= cos(nb) cosb —sin(nb) sinf + i (cos(nb) sinf + cosH sin(nb))

=cos((n+1)0)+isin((n+1)8) par les formules d’additions

» Conclusion: Le prédicat & (n) a été initialisé au rang n = 0 et est héréditaire, donc d’apres le principe
de récurrence #(n) est vrai pour tout n € N.
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Exercices

A - Manipuler les affixes

KL EXERCICE 1 (AfIXES) . ..o eett ettt ettt e et ettt e @

On considere le plan complexe suivant :

y
B 1. Donner les affixes des points :
+
C (@ A; (b) B; © C; (d) D.
1
2. Donner les affixes des vecteurs :
(a) AB; (b) BC.
A
+ .
3. Placer les points :
(a) E d’affixe 2 +3i; (b) F d’affixe —1—1i.
X
4. Montrer, en utilisant le calcul, que les points A, E et C sont ali-
D gnés.
1
B - Module
D0 & el 0. €23 L0} [on - (71 [or U1 ) @
Soit ¢ € R. Calculer le module de chacun des nombres complexes suivants :
1. z; =5i 6. 2= 2" 9. z9=(1+i)°
2. zp=-3i 32_’_ it
+1i =
; — 10. z19=
. Z23=3— 7. z7= 10 -
3. z3=3-2i Z7 1+2i 1+3i
= (24 (i )
1 4=2+0i-1) 3i(1+i2) 14 et
5. z5=-2i(sint—it) 8. W= 11. T T
% Y Yo% EXERCICE 3 (Triangle équilatéral) ... ........ooeoiuiiti i @

V3

1 3 1
On considere trois points du plan complexe A d’affixe 1, B d’affixe - +1i % et C d’affixe —5 i PR

1. Placer le plus précisément possible les trois points.

2. Montrer par le calcul que ABC est un triangle équilatéral.

Kk K ¥V EXERCICE 4 (MEmMeE MOAUIE) . ..ottt ettt enns @

. R (z+2)
Soient z et z’ deux complexes non nuls et de méme module, montrer que U =

est un nombre réel positif.

2. 8. . & [SAd €51 103 (o) - 1N ) P @
Soient u € C\{1} et z € C\R. Montrer que :
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% %% % EXERCICE 6 (Condition d’appartenance a un cercle) ............vveeuuiieeiiineeiiineeeiineeennnn. @

Soient A et B deux points distincts du plan, d’affixes respectives a et b.
Montrer qu’'un point M d’affixe z appartient au cercle I' de diametre [AB] si, et seulement si :

2zz—(E+E)z+(a+b)z+a5+ab:o

D8 & A - €3] T0] (0 i (5] U1 ) @

Soit (z;), une suite de nombre complexes et [ € C. On dit que z, tend vers [ lorsque 7 tend vers +oo si lirP |z =1l =
n—+o00

0.

On admet que si z,, tend vers une limite / alors elle est unique.

2i\"
1. Pour tout entier naturel n, on pose z, = (E — ?) . Calculer

et en déduire lim z,.
n—+oo

1+1i
2. On considere la suite (a;), définie par ag = i, et pourtout n €N, a1 = Tan +1-—1.
. lay —2|
(a) Montrer que pour tout entier naturel n, |a,;+1 —2| = 7
(b) En déduire lim a,.
n—+oo
KA KK I EXERCICE 8 (DISQUES) - o« vttt ettt ettt ettt e et et e e e e e e e e et et et e e et e e e @

1. Soient a= -2+ et z;, 2o deux nombres complexes qui vérifient |z; —al <2 et |zp — al < 3.
Montrer que |z] — 22| < 5. (On pourra commencer par faire un dessin de la situation.)

2. Soienta=-2+1i, b=-2+2i et z1,z deux nombres complexes qui vérifient |[z; —al <2 et |z; — b| < 3.
Montrer que |z — 22| < 6. (On pourra commencer par faire un dessin de la situation.)

C - Forme trigonométrique

% %k Yo% EXERCICE 9 (MOAUIES €1 QTGUIMENES) . ...t etettttttee ettt et eetttea e e e e et e eeaiiae e e e eeeanans @

On considere le plan complexe suivant :

y
1. Donner le module et des arguments des points :

A (@ A4; (b) B; () C; (d) D.

2. Placer les points suivants :
5
(a) E d’affixe ztel que |z| =3 etargz = Iﬂ [27];
(b) F d’affixe 2v/2 —2i.

3. Représenter sur cette figure, I'ensemble des points d’affixe z

N
]/

12
tels que argz = r [27].

D

%k e e EXERCICE 10 (ModUle et argUment) . ....oouuuen e ettt et e e et teteeae e e e e e eeeaaanns @

Déterminer la forme trigonométrique du nombre complexe z = \/ 2+2+ i\/ 2—+/2.
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% A 7 EXERCICE 11 (Calculs dans U) ... ...ttt ettt ettt et ettt e e @

. 21+ 22
Soit z;, zp € U tels que zyz2 # —1. On pose Z = ———.
1+2z12

1. Montrer que Z est réel.

2. On note 64,0, des arguments des complexes z; et z, respectivement. Que peut-on dire que 6; + 0, ?
Exprimer le nombre réel Z en fonction de 0, et 6 (sans exponentielle complexe).

D - Forme exponentielle

F KA He 7 EXERCICE 12 (AUDOUIO) . . .. e @

Mettre les complexes suivants sous forme exponentielle :

1. z1=1 2. zp=-3 3. Z3:—\/§+i 4. Z4=—5e¥

Ak K7 EXERCICE 13 (ANGLE MOTHE) ...+ eeeeeeeeeee e e v

Mettre les complexes suivants sous forme exponentielle :

1. Z1=e%+9_%ﬂ 2. Zzzl+ei% 3. Z3=1—ei% 4. Z4=1+ei%”
D8, SASA@AG 05.€:7: 08 (0] ol I N[ & ToTc) o P @

Pour les valeurs de z € C suivantes, placer (approximativement) dans le plan complexe les nombres z", ot1 n € N.

. T i i
1. z=¢€'3 5e's 4e'3

Fk AT EXERCICE 15 (REEIS 2) .ottt ettt e e e ettt e ettt ettt @

Déterminer les entiers n tels que (\/6 +1 @ " soit réel.

E - Applications aux fonctions trigonométrique

% % % % 7% EXERCICE 16 (Lien entre forme algébrique et forme exponentielle) .....................cooooiiian. @

On définit les complexes ci-apres :

. i%ﬂ 14 _ . _ .2
Jj=e 3, zo=1+1, zZ1=20], 22=20]

1. Donner I'écriture exponentielle de zy, z; et zp.

2. Donner I'écriture algébrique de j puis celle de z;.

11 11
3. En déduire les valeurs exactes de cos (1_;) et sin (1—;)

4. Onpose w =—-2+2i;
(a) Ecrire w sous forme exponentielle;

(b) Résoudre dans C I'équation (E) : z° = w. On recherchera les solutions sous forme exponentielle puis on
reconnaitra zy, z; et zp.

M. DESORGERIS
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W R KW EXERCICE 17 (SINUS) v vvvt vttt ettt et ettt

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul z, pour tout réel x,

[sin(nx)| < n|sin x|

Y% % v v EXERCICE 18 (%) .......................................................

1+

1+iV3

7 7
En déduire les valeurs de cos (—) et sin (—)
12 12

Ecrire z =

sous forme algébrique et sous forme trigonométrique.

Yk K Y5 EXERCICE 19 (TaNGENTE) ..o vvveettiee e eiiee e eieeeeeieeeannnaaans

Soient a et b deux réels tels que tan a, tan b et tan(a + b) sont bien définis.
1. Rappeler les formules donnant cos(a + b) et sin(a+ b).

2. En déduire une expression de tan(a + b) en fonction de tana et tan b.
Puis une expression de tan(2a) en fonction de tan a.

3. Application : calcul de tan (%)

T . )2 .
(a) Montrer que le nombre x = tan (g) est solution de I’équation :
x> +2x-1=0

(b) En déduire que tan (%) =v2-1.

. . R . A
(c) Déterminer avec la méme méthode tan (E)

Y% Yo7 Yo EXERCICE 20 (Angle moitié) ........ooouiiiiiiiii e

Soient x € R tel que x # 0[27] et n e N*.

n .
1. Calculer et simplifier au maximum D (x) = ) ek,
k=-n
n—1
2. Calculer et simplifier au maximum F(x) = Z Dy (x).
k=0

Yk kK vy EXERCICE 21 (Lin€arisation) .......oueeeeenen e,

Soit 8 € R et n € N. Linéariser les expressions suivantes :

1. sin®(26) 3. sin®0
2. sin(260)cosf 4. cos(nf)cos0

% % % K ¥ EXERCICE 22 (INtEration) .......eeeiieeeiiieeeeeiieeeeeninneannnnnns,

T

1. Linéariser sin® x. En déduire la valeur de f sin® x dx;
0

2. Linéariser cos?(2x)sin®(3x).

5. cos?((n+1)6)
6. sin((n+1)0)sin((n—-1)60)
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Soitx € E.
Montrons que & (x).
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