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Tale M.Expertes - Arithmétique modulaire

Introduction
Introduction...

Dans ce chapitre nous travaillerons exclusivement avec des nombres entiers. Voici une premiere propriété utile
pour la suite :

Propriété 1 : Somme et produit d’entiers

La somme et le produit de deux nombres entiers est un nombre entier.
C’est-a-dire, pour tout a,be Zona:
a+beZ et abeZ

Divisibilité dans Z

A - Multiples et diviseurs d’'un entier

Pour a, b € Z, on dit que a est un multiple de b s’il existe un entier k tel que:
a=bk

@ A retenir : Comme vous aimez bien le dire, « a est dans la table de multiplication de b ».
On notera 'ensemble des multiples de a: aZ = {ak | k€ Z}

A Attention : On ne justifiera jamais qu'un nombre est multiple d’'un autre a I'aide de la phrase précédente!

Exemple :

e 15 est un multiple de 5 car 15=5x 3
e 15 estun multiplede 3 car 15=3 x5

e —63 est un multiple de 7 car —63 =7 x (-9)

Propriété 2 : Somme de multiples

La somme de deux multiples, d'un entier a, est un multiple de a.

Exemple :

Considérons n et m, deux multiples de 3.
Ainsin=3k;ou k;eZetm=3ky, ot ky € Z.
On a alors :

n+m=3k; +3k
=3(k1+k2)

Or on sait que k; + k» € Z donc n + m est bien un multiple de 3.

Démonstration :

La démonstration dans le cas général va suivre le méme schéma.
Considérons n et m, deux multiples de a.

Ainsin=ak;ou k;eZetm=ak, ot ky € Z.
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On a alors:

n+m=ak; + ak,
=a(ky + ko)

Or on sait que k; + k2 € Z donc n + m est bien un multiple de a. |

Propriété 3 : Produit de multiples

Le produit de deux multiples, d'un entier a, est un multiple de a.

Démonstration :
Laisser en exercice.

Pour a, b € Z, on dit que b est un diviseur de a s’il existe un entier k tel que :
a=bk

© Information : On ala méme définition que pour un multiple sauf qu’ici nous nous intéressons plus au méme
entier.

@A retenir : On retiendra facilement I’entier jouant le role de diviseur, en effet dans le cas ou b # 0 1'égalité :

a
=bke —=k
a @b

Exemple :
e —7 estun diviseur de 21 car 21 = (—7) x (—3)

e 11 est un diviseur de 275 car 275 =11 x 25

Propriété 4 : Opposé

PourneZona:

Si a est un diviseur de 7 alors —a est aussi un diviseur de n.

Démonstration :

Soient n € Z et a € Z un diviseur de n.
Donc:
il existe k € Z, tel que : n = ak
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On aalors::
n=(-a)x(-k)

De plus, comme k € Z on a aussi —k € Z, on a alors —a est aussi un diviseur de 7. |

e
& A savoir faire 1 : Diviseurs/ multiples

1. Répondez aux questions suivantes :

(@) Quels sont les entiers tels que 0 soit un de leurs multiples?
Tous les entiers, en effet pour tout ne Zon a:

0=nx0 ou0estbienun entier

(b) Quels sont les multiples de 0?
0 possede un unique multiple qui est 0 lui méme, car :

0=0xk pourtoutke”Z

(c) Quels sont les diviseurs de 0?
Tous les entiers, par la question 1) car :

n est un multiple de 0 si, et seulement si, 0 est un diviseur de n.

2. Montrer que pour tout 7 € Z on a que 7 — 1 est un diviseur de 2n? +4n — 6.
Concretement on cherche a montrer que 2n+4n-6=(n-1kot keZ.
Factoriser 2n? + 4n — 6 pourrait étre une bonne idée.

Ona:
2n* +4n-6=2(n"*+2n-3)

De plus on remarque que 1 est racine évidente du polynome X2 +2X — 3 donc d’apres le lien coefficients-
racines, étant un polynéme unitaire, en notant r, la seconde racine de notre polynéme on a:
-3=1x%xnr
ro = -3
Doun?+2n-3=(n-1)(n+3).

Ainsiona:
2n2+4n—6=2(n—1)(n+3) =n-1)x2n+3)=(n-1)K

ouK=2(n+3)eZcarneZ.
D’ot1 nn— 1 est bien un diviseur de 2n? + 4n — 6 pour tout n € Z.

Propriété 5 : Ensemble des diviseurs

Donnons deux propriétés utile pour déterminer 'ensemble des diviseurs d'un nombre entier donné.

1. Tout entier non nul 7 admet un nombre fini de diviseurs compris entre —# et 7.
Pour tout diviseur d de n #0on a |d| < |n].

2. Pour n, p et g des entiers naturels tels que n = pg,on a:

psvn ou g=<vn
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Démonstration :
1. Soit n € Z*, considérons d € Z un diviseur de »n. On a alors :

n=dk oukeZ

Comme 7 # 0 on a alors k # 0. Ainsi | k| = 1, car k est un entier.

D'ou: il
n n
jdl= || === <1l
k | k|
Ainsi :
—|nl=<d<|n|
]
2. Considérons n, p et g trois entiers naturels tels que :
n=pq
Deux cas s’offrent a nous :
e oubienp=<gq
On aalors:
p<q=>p’<pg=n=>p<vn
Attention ici on utilise grandement le fait que p et n soient positifs.
e oubieng=<p
Ce cas est complétement symétrique et nous permet de démontrer que g < /7.
|

® 5 . . e
. A savoir faire 2 : Ensemble des diviseurs

1. Quels sontles diviseurs de 1?1 et -1 grace a la premiere partie de la propriété précédente.

2. Déterminer la liste des diviseurs positifs de 84.
Déterminer la liste des diviseurs positifs de 84 c’est déterminer I'ensemble des entiers positifs p tels que :

84=pg ougeN

Or on sait d’apres la propriété précédente que sil’on arrive a décomposer 84 de la sorte au moins 'un des
deux facteurs est < v/84.

Donc il nous suffit de déterminer toutes les décompositions de 84 avec I'un des facteurs étant < 84, pour
obtenir toutes les décompositions de 84 sous la forme de produit de deux entiers.

« Etape 1: Déterminer une valeur approché de : v/84.
v84 =9 car 81 <84 <100.

* Etape 2: Décomposer 84 a I'aide des entiers < 9.

* 84=1x84 e 84=4x21
e 84=2x42 e 84=6x14
e 84=3x28 * 84=7x12

« Etape 3: On lit alors la liste des diviseurs de 84.

8+4 =1{1,2,3,4,6,7,12,14,21,28,42,84}
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3. Etlaliste de tous les diviseurs de 84?
En combinant le résultat précédent et la premiere partie de la propriété précédente on a que tous les
diviseurs de 84 sont comprit entre —84 et 84 de plus si d est un diviseur de 84 on a aussi —d un diviseur de
84. Ainsi 'ensemble des diviseurs de 84 est :

Doy = {£1,42,43,44,46,+7,+12,+14,+21,+28, +42, +84}

B - Relation de divisibilité

Pour a, b € Z, on dit que b divise a s’il existe un entier k tel que :
a=bk

On notera cela b | a (se lit « b divise a ») .

@ A retenir : Encore la méme définition.
On récapitule on a alors :

a est un multiple de b si, et seulement si, b est un diviseur de a si, et seulement si, b divise a.

O Information : On dit également que a est divisible par b.

@ Point chaud : 0 divise 02

D’apres la définition précédente, 0 divise 0.

En effet, il existe bien k € Z tel que 0 = k x 0 (prendre n'importe quel entier k fonctionne). Ainsi, il n'y a aucun
probléme a dire que 0 divise 0.

Cependant, il faut distinguer les expressions « 0 divise 0 » et « 0 divisé par 0 ».

Méme si les deux phrases emploient les mémes mots, elles ne signifient pas la méme chose :

* « 0 divise 0 » a un sens bien défini en arithmétique (car la condition est vérifiée pour tout k),
 tandis que « 0 divisé par 0 » n’a pas de sens (I'opération de division par 0 est indéfinie).

Cela peut sembler abstrait, car elles paraissent proches dans le langage courant, mais la différence estimportante :
I'une a un sens logique, I'autre non.

On peut tout de méme donner une propriété pour unifier ces deux notions (dans un cas particulier).

Propriété 6 : Unification des notions

Poura,be Z,
On dit que b divise a s’il existe k € Z tel que :
a=Dbk

Si, de plus, I'égalité précédente n’est vérifiée que par un unique entier k, on peut alors définir la division de
aparb:

% (notre fameux a divisé par b)

et ce quotient est égal a notre unique k.
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Propriété 7 : Réflexivité - Transitivité

¢ Réflexivité: Pourtouta€ Z,onaal a;

¢ Transitivité : Pour tout a,b,c€ Z

Si albetb|c alors alc

© A retenir :
» Laréflexivité peut paraitre évidente et inutile mais elle sera d'une grande aide dans certaines démonstration

lorsque I'on va chercher a démontrer a ’aide de la relation divise.

* La transitivité nous assure que la relation divise ne se brise pas en chaine.

(2: A savoir faire 3 : Utiliser la transitivité w
Démontrer que 11 divise 1760.
Comme 176 | 1760 en effet : 1760 =176 x 10 et que 11 | 176 en effet: 176 =11 x 16.
On a alors d’apres la transitivité de la relation divise : 11 | 1760.

Démonstration :

* Réflexivité: Soit a € Z, il est clairquea=ax1ouleZdonca]la. |

 Transitivité : Soit a, b, c € Z, tels que :
alb et blc

C’est-a-dire il existe ky, k» € Z tels que :
b=ak, et c=Dbk

On aalors:
C=bk2=6lk1k2=6lK ou K = k1k2€Z

Dotialc |

Propriété 8:

Pour tout a,be Z,ona:
albetbla © a==%b

Démonstration :
Soita,be Z,
Ce sens est évident, supposons que a = b on a bien:

* altacarta=ax (1)
e +talacara=+ax (F1)
Supposons maintenant que a|bet b|aeta,b#0, on aalors que :
e aestun diviseur de b donc par la propriété 5ona: |al <|bl;
e b estun diviseur de a donc par la propriété 5on a: |b| <lal;

On conclut de ces deux points que : |a| = |bl| = a=+b
Dans le cas ot a = 0 ou b =0, comme ces deux cas sont symétriques traitons un seul des deux cas : a = 0.
On aalors 0| b, c’est-a-dire il existe k € Z tel que :

b=0xk=0
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Théoreme 1 : Combinaison linéaire
Soita,b,ce Z,

Si a|betalc alors pourtoutu,veZ, alub+vc

© Information : Le dernier théoréme est méme une équivalence.
En effet on démontre la réciproque en considérant le cas u = 1 et v = 0 pour démontrer que a | b etle cas u =0 et
v =1 pour démontrer que a | c.

@ A retenir : Combinaison linéaire
Pour x, y € R, on appelle combinaison linéaire de x et y tout expression de la forme :
ax+by ouabeZ

C’est une expression construite a partir d'un ensemble de termes en multipliant chacun de ces termes par une
constante et les ajoutant entre eux.

Démonstration :
Soita,b,ce Z,
Supposons que a | b et que a | c on a alors :

{ b=aki kkeZ

c=aky
Soit u,v € Z, on a alors :

ub+ vec=uak; +vak,
=aluky +vky)
=aK ouK=uk;+ vk,

Comme K = uk; + vkp € Z, on vient alors de montrer que a | ub+ vc ]
@ Aretenir: En particulier:sia|beta|calorsa|b+ceta|b-c.
Exemple :

Soit n € Z, démontrer que :
si aln—4etaln-7 alors al3

En appliquant le théoréme précédentavec u=1et v=—-1alorsona:

-4
aln >aln-4-(n-7)<al3
aln-7

Z A savoir faire 4 : Résolution dans Z ou N
1. Déterminer 'ensemble des entiers x tels que :

x—-1|x+3

Nous allons raisonner par analyse-synthese :
Analyse : Considérons x € Z tel que :
x—1|x+3

Déterminer 'ensemble des diviseurs entiers de x — 3 n’est pas chose aisée... On préférerait plutét avoir a
déterminer la liste des diviseurs d’'un nombre entier. Cherchons alors a transfomer x—1| x+3 en x—1
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divisant un entier.
Grace a la fameuse réflexivité on va créer une deuxieéme relation de divisibilité :

x—1|x+3
x—-1]x-1

En appliquant le théoreme précédentavec u=1letv=—-lona:

-1|x+3
{x I =>x-1|x+3—-x+1eox-1|4

x—1|x-1

On vient alors de montrer que si x est solution de probléme alors x — 1 est un diviseur de 4.
C’est-a-dire x—1 € &, = {£1,+2,+4}, donc x € {-3,-1,0,2,3,5}. Grice a cette phase d’analyse on vient de
montrer que les seules solutions possibles a notre probleme sont —3,-1,0,2,3 ou 5.
C’est-dire . < {-3,-1,0,2,3,5}.
Synthese : Vérifions si —3,-1,0,2,3 ou 5 sont solutions de notre probleme.

e Pourx=-3onax—-1=-4etx+3=0ainsionabienx—-1|x+3dou-3€.¥;

e Pourx=—-lonax—-1=-2etx+3=2ainsionabienx—1|x+3dou-1€.¥;

e Pourx=0onax—1=-letx+3=3ainsionabienx—1|x+3dou0€.¥;

e Pourx=2onax—-1=1letx+3=5ainsionabienx—1|x+3dou2¢e.¥;

e Pourx=3o0onax—1=2etx+3=6ainsionabienx—1|x+3dou3e.”;

e Pourx=50onax—-1=4etx+3=8ainsionabienx—1|x+3doub5€e.¥;

D'ou.¥ ={-3,-1,0,2,3,5}.

2. Résoudre I'équation x? —4y? = 20 d’inconnues x, y € N.
Soitx,yeN,ona:
¥ —4y* =20 (x—2y)(x+2y) =20

Ainsi x — 2y et x +2y comme étant deux entiers sont deux diviseurs de 20.

De plus comme x+2y = 0 on a alors que x + 2y est un diviseur positif de 20 lui méme positif donc x -2y
est également un diviseur positif de 20.

On peut alors affirmer que x -2y, x + 2y € 7, = {1,2,4,5,10, 20} tels que leur produit donne 20.

De plus comme, x,yeNonax—-2y<x+2y.

Donc trois possibilités s’offrent a nous :

x—=2y=1 x—2y=2 ou x—2y=4
x+2y=20 x+2y=10 X+2y=5
{ x=10,5 { x=6 { x=4,5
= ou ou
y=.. y=2 y=..
{ x=6
<@ ou ou @
y=2

D'ou . ={(6,2)}.

Propriété 9 : Produit entre relation divise

Soient a, b, c et d des entiers,on a:

Si albetc|ld alors ac|bd
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Démonstration :
Soient a,b,cetde Z,

Supposons que a | b et ¢ | d on a alors qu'il existe k1, k» € Z tels que :{ Zi illzl .
=CK2
Donc:
bd = akicky = ackiky=acK ouK=kik,eZ

D’olt ac| bd. |

| s J Il Division euclidienne

Cette partie trouve sa genese dans le fait que la partie précédente nous a permis de définir la divisibilité mais ne
nous a pas fourni un procédé efficace pour vérifier, étant donné deux entiers a et b, si b divse a ou non...
Laréponse a ce probléme est (vous 'aurez sirement deviné) d’effectuer la division de a par b, mais pas au sens de

a . . R . sz
calculer 3 en tant que nombre rationnel, mais au sens de la division « avec reste » que vous avez appris a 1'école
primaire.

A - Les différents cas

A.1 - Division euclidienne dans N

Axiome 1 : Plus petit élément

Toute partie non vide de N, admet un plus petit élément.

Théoreéme 2 : Lemme d’Archimede

Pour tout entiers naturels x et y, tel que x # 0, il existe un entier naturel » tel que :

nx>y

Démonstration :
Soit x, y € N, tel que x # 0.
Comme x € N*, onaalors x=1dol:

xy=zy cary=0

D’autre partona:

y+1l>y
o x(y+)>xy=<y
o x(y+1)>y

Or y+1 €N, ainsi nous avons bien trouvé un entier naturel n = y + 1 tel que :

nx>y

Théoréme 3 : Division euclidienne dans N

Pour tous a € N et b € N¥, il existe un unique couple d’entiers naturels (g, r) satisfaisant :

a=bg+r, avec 0sr<b
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Démonstration :

» Existence du couple (q,r):

Soient a € N et b € N*, la question premiére a se poser dans une division euclidienne est combien de fois
bdans a?

Ainsi considérons I'ensemble :

E={neN/bn>a}

Pour obtenir ce fameux combien de fois b dans a, ce que 'on a appelé le quotient en primaire, il faut
déterminer le plus petit élément de E (en espérant déja qu’il existe) et lui soustraire 1.
Comme b eN* et aeN, d’apres le lemme d’Archimede, il existe n € N tel que :

bn>a

D’ou1 E # @, comme partie de N on a alors d’apres 'axiome du plus petit élément que E posséde un plus
petit élément. Notons le ¢'.
On peut assurer que ¢’ < 1 car sinon ¢’ = 0 et on aurait :

a<bx0=0

Ce qui contredit le fait que a € N.
En considérant alors ¢ = ¢’ — 1 on a alors :

q ¢ E car g < q' et cela contredirait la propriété de plus petit élément de E de ¢'.

Donc bg<a<b(g+1).Ainsienposantr=a—-bgona:

a=bqg+r - a=bqg+r
0O<a-bg<b 0<r<b

On vient alors de construire un couple d’entiers naturels (g, r) vérifiant les conditions souhaitées.

» Unicité du couple (q,r):

Pour démontrer I'unicité du couple (g, r) vérifiant les conditions souhaitées, supposons par I'absurde que
le couple n’est pas unique et donc nous pouvons considérer deux couples d’entiers (¢, ) et (¢, r') tels que :

a=bg+r, avec 0<r<b
a=bq +r', avec 0<r'<b

On a alors :
(L)-L)eblg-q)+r-r'=0oblg-q)=1"-r
Or, on sait que :

{ ~b<-r=0 =>-b<r'-r<b

0<r'<b

On a alors:
-b<b(g-q)<be-1<qg-qg'<1 carb>0

Comme q—¢q' € Z, onaalors:
g-q €zZn-11leqg-q =0qg=4q
D’oli:
r'-r=blg-q)=0or'=r

On vient alors de montrer que g = g’ et r = r’ ce qui contredit I'hypothése de I'existence d’au moins deux
couples distincts.
D’oti le couple d’entiers naturels (g, r) vérifiant les conditions souhaitées est unique. |
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Pour a € N et b € N*, effectuer la division euclidienne de a par b c’est déterminer le couple (g, r) tel que :
a=bg+r, avec 0<r<b

On appelle alors a le dividende, b le diviseur, g le quotient et r le reste.

Exemple :
Effectuer la division euclidiennne de :
e 58 par 17
58=17x3+7deplusonabien:0<7<17
¢ 10par4
10=4x2+2deplusonabien:0<2<4

® X . . g o e o o 3o . o o .
. A savoir faire 5 : Utiliser la division euclidienne pour faire une disjonction de cas

Soit 7 € N, montrer que n? + n est pair.

Indice 1 : Considérer la division euclidienne de n par 2.

Indice 2 : On rappelle qu'un nombre pair est un multiple de 2.

D’apres le théoreme de la division euclidienne on sait qu'il existe g € N tel que :

n=2q ou n=2q+1

Considérons ces deux cas :
° oubien:n=2q
Onaalors: n?+n=n(n+1) = 2q2q+1) =2xqRq+1)dou n%+n estbien un multiple de 2 car g(2g+1) € Z.
e oubien:n=2g+1

Onaalors: n°+n=nn+1) = 2g+1)(2g+2)=2(g+1)(2g+1) dou n? + n est bien un multiple de 2 car
(g+1)R2g+1)e”Z.

\On vient alors de montrer que pour tout 7 € N, n? + n est pair.

A.2 - Division euclidienne d’un entier relatif par un entier naturel non nul

La division euclidienne de 37 par 11 nous donne :
37=11x3+4, oul=<4<l1l
Si on souhaite maintenant réaliser la division euclidienne de —37 par 11, on peut écrire :
-37=11x(-3)—-4
Malheureusement cette fois-ci nous avons —4 < 0 donc nous n’avons pas réalisé la division euclidienne de —37
par 11.
En pratique on retire 1 (ca veut dire ajouter -1) au quotient pour le donner (I'ajouter) au reste :

—37=11x(-3)-1x114+1x11-4=11x(-4)+11-4=11x(-4)+7, oul=7<11

¥R Erreur fréquente: Si r est le reste dans la division euclidienne de a par b il n’est surtout pas vrai de dire —r
est le reste dans la division euclidienne de —a par b, en fait on a plut6t comme reste b—r
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Théoréme 4 : Division euclidienne de "Z par N*"

Pour tous a € Z et b € N*, il existe un unique couple d’entiers (g, r) satisfaisant :
a=bg+r, avec 0<sr<b
Démonstration :

Soientae€ Z et be N*.
Deux possibles :

e Cas1:a=0,ce cas estladivision euclidienne sur N démontré dans le théoréme précédent.

e Cas 2: a <0, dela méme maniére que pour la division euclidienne dans N, découpons la preuve en
deux parties. Une premiére partie d’existence du couple puis une partie d'unicité du couple.
» Existence du couple (q,r) : Si a < 0 on a alors —a € N et on peut alors effectuer la division eucli-
dienne de —a par b, on a alors :
—a=bq +r', ou0=<r'<b
Deux cas s’offrent alors a nous :
e Sir'=0onaalors:
a=b(-q")

En posant g = —¢’, on a effectué la division euclidienne de a par b et on a démontré I'existence
du couple (g, r) = (—q’,0) vérifiant les conditions souhaitées.
e Sir' #0onaalors:
a=b(-q)-r'

Comme —b < —r’ < 0 nous n"avons pas notre division euclidienne.
Pour cela on va utiliser un ajouter - compenser au niveau du "quotient" :

a=b(-q' -1+1)-r'=b(-q'-1)+b-r'=bg+r, oug=-q' -1€Zetr=b-r'

De plus 0 < b—r" < b, d’ol1 venons de réaliser la division euclidienne de a par b et on a démontré
I'existence du couple (g, r) = (—q' — 1, b—r') vérifiant les conditions souhaitées.

D’oli, méme pour a < 0, il existe toujours un couple d’entiers (g, r) tel que :

a=bq+r
0<r<b

» Unicité du couple (g, r) : Ce prouve exactement de la méme maniere que pour la division eucli-
dienne dans N.

e
Z A savoir faire 6 : Division euclidienne de "Z par N*"

Réaliser les divisions euclidienne de :

1. —54par7
Onab4=7x7+5donc —-54=7x%x(-7)—5=7x%(—8)+2.0n aalors:

[—54=7x(-8)+2

2. —48parb
Ona48=5x9+3donc —48=5x%x(-9)—3=5x%x(—10)+2.On a alors:

[-48=5x(-10) +2]
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A.3 - Division euclidienne dans Z

Pour effectuer la division euclidienne de —37 par —11, aucune difficulté!
On sait que :
—37=11x(-4)+7

Doncona:
—37=-11x4+7

Maisdanscecaslaona:0<7<|-11|.

Théoréme 5 : Division euclidienne dans Z

Pour tous a € Z et b e Z*, il existe un unique couple d’entiers (g, r) satisfaisant :

a=bg+r, avec 0<r<|b|

Démonstration :
SoientaeZetbe Z*
Deux cas possibles :

e Cas1:b>0,cecas est la division euclidienne de "Z par N*" déja démontré dans le théoréeme précé-
dent, donc on sait qu’il existe un couple d’entiers (g, r) tel que :

a=bg+r, ou0=<r <b=|b|

On a méme 'unicité de ce couple.

e Cas2:b<0
» Existence du couple (g, r) : dans ce cas on considere —b € N* et on réalise la division euclidienne
deapar—-b:
a=-bq' +r', ou0<r'<-b
Onaalors:
a=b(-q")+r', ou0=<r'<-b=|b|

On vient alors de démontrer que, méme pour b < 0, il existe un couple d’entiers (q,r) = (—q’',1’) tel
que:
a=bg+r, oul0<r<|b|

» Unicité du couple (q,r) : Ce prouve exactement de la méme maniere que pour la division eucli-
dienne dans N.

On peut alors commencer a traduire les définitions de divisibilité a I’aide de notre nouvel outil.

Propriété 10 : Reste

b divise a si, et seulement si, le reste dans la division euclidienne de a par b est égal a 0.

Démonstration :

Supposons que b divise a alors il existe k € Z tel que :
a=Dbk

D’ot1 le reste dans la division euclidienne de a par b vaut 0.
Réciproquement supposons que le reste dans la division euclidienne de a par b vaut 0. Ainsi il existe
geZtelque:

a=bq
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D’ol1 par définition b divise a. n

Exemple :

On a 6114 car la division euclidienne de 14 par 6 nous assure :

14=6x2+2

D’ot1 le reste n'est pas égal a 0, donc 6 ne divise pas 14

oo s
Z A savoir faire 7 : Utiliser la division euclidienne pour justifier de la divisibilité d’'un nombre par un autre

~

Montrer, de deux facons différentes, que pour tout n € N, 'entier n? + n — 1 n’est pas divisible par n + 2.
Premiére méthode (rapide): —2 n’est pas racine de X+ X —1 donc ce polyndme n’est pas factorisable par X +2
d’oi1 n? + n— 1 n’est pas divisible par n + 2.

Deuxieme méthode (adapté a Uexercice) : Fixons n € N,

En effectuant la division euclidienne de polyndmes entre X + X — 1 et X + 2 on obtient :

X’+X-1=(X+2)(X-1)+1

D'oliona: n?+n—1= (n+2)(n—1)+1 ce qui est bien la division euclidienne de n>+n—1par n+2car0 <1< n+2
carneN.
Comme le reste est non nul, on peut affirmer que n? + n— 1 n’est pas divisible par n + 2.

B - Nombres pairs, nombres impairs

e Un nombre pair est un multiple de 2;

e Un nombre impair n’est pas pair.

Propriété 11 : Ecriture
e Un nombre pair s’écrit sous la forme 2k, avec k € Z;

e Un nombre impair s’écrit sous la forme 2k + 1, avec k€ Z;

Démonstration :

¢ Soit n un nombre pair, donc par définition n est un multiple de 2, donc il existe k € Z tel que :
n=2k

* Soit n un nombre impair, donc par définition n n’est pas pair, donc n n’est pas divisible par 2.
Donc n ne posséde pas 0 comme reste dans sa division euclidienne par 2, étant donné que les restes
possible dans la division euclidienne par 2 sont: 0 ou 1.
On peut alors affirmer que 7 posséde 1 comme reste dans la division euclidienne par 2, d’oui il existe
ke Z tel que:
n=2k+1

Propriété 12 : Carré
e Le carré d'un nombre pair est pair.

* Le carré d'un nombre impair est impair.
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Démonstration :

e Soit n un entier pair, il existe alors k € Z tel que :
n=2k
Ainsi,
n?=(2k)* =4k*=2x2k* ou2k*ez

D’oi1 n? est pair.

e Soit n un entier impair, il existe alors k € Z tel que :
n=2k+1
Ainsi,
2 _ 2 _ 412 _ 2 <572
n°=Q2k+1)"=4k"+4k+1=2x(2k*+2k)+1 ou2k“+2keZ

D’ot1 n? est impair.

|
Propriété 13 : Somme/produit
e La somme de deux nombres pairs est un nombre pair. PAIR + PAIR =PAIR
* La somme de deux nombres impairs est un nombre pair. IMPAIR + IMPAIR =PAIR
* La somme d'un nombre pair et d'un nombre impair est un nombre impair. PAIR + IMPAIR =IMPAIR
* Le produit de deux nombres impairs est un nombre impair. IMPAIR x IMPAIR =IMPAIR
e Le produit d'un nombres pair et d'un nombre est un nombre pair. PAIR x NOMBRE =PAIR
Démonstration :

L
L
|

C - Ecriture d’'un entier
C.1 - Alaide de la division euclidienne

Propriété 14 : Partition

Dans la division euclidienne de a € Z par b e N* , il y a b restes possibles: 0,1,...,b— 1. Ainsi :
Tout entier a € Z, s’écrit sous une, et une seule forme, des formes suivantes :

bq
bg+1

bg+b-1
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ol g est le quotient dans la division euclidienne de a par b.

Démonstration :
Dans la division euclidienne de a par b on sait que :

a=bg+r, oul0=<r<b

Ceci démontre bien le choix des b restes possibles, et les b formes de a donné dans I’accolade.
Lunicité de I'écriture de a vient de I'unicité du reste dans la division euclidienne de a par b. |

® 5 . . o o .
%, A savoir faire 8 : Disjonction de cas

1. Montrer que pour tout entier naturel n 'entier u, = n(n+1)(2n + 1) est divisible par 3.
Soit n € N en considérant son écriture dans la division euclidienne par 3 on sait qu’il existe g € N tel que :

n=3q ou n=3q+1 ou n=3qg+2

Considérons les différents cas :

e r=0
Up=u3g=3qB8q+1)(6g+1)=3xqgBg+1)(6g+1) ougBg+1)(6g+1)€”Z
D’ou 3| uzg.
o r=1

Up=Uzg+1 = Bg+1)(Bg+2)(6g+3)=3xBg+1)Bg+2)2g+1) ouBg+1)Bg+2)2qg+1)e”Z

D’ou13 | Usg+1-
e r=2

Un = U3g+2 = (3g+2)(3g+3)(6g+5)=3xB8g+2)(g+1)(6g+5) ouBg+2)(g+1)(6g+5)€”Z

D’ou1 3 | u3q+2.
Ainsi par disjonction on en conclut que pour tout n €N, on a 3 | u,.

2. Montrer ensuite que cet entier est également divisible par 6.
En conservant la disjonction de cas que 'on vient de faire on a :

e r=0
uzg=3K ouK=¢qg@Bg+1)6g+1)eZ

En montrant que K est pair on aura alors K =2tou te€ Z d'ou:
Usg =3K=3x2t=6t

Etudions alors K = g(3g +1)(6g +1) :
e Ou bien g est pair et on a déja un facteur pair.
e Oubien g estimpair et donc 3q + 1 est pair.
Dans tous les cas on montre que I'un des facteurs de K est pair donc K est pair.
D’ol us4 est un multiple de 6.
e r=1
uzg+1=3xK ouK=@Bg+1)38g+2)2qg+1)eZ
Etudions K, 3g +1 et 3g +2 sont deux entiers consécutifs donc I'un des deux est pair (peut importe la

valeur de g). Ainsi, il existe toujours au moins un facteur pair dans K donc K est pair.
D’oul uz4+1 est un multiple de 6.
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o r=2
Usg2=3xK ouK=@3q+2)(q+1)(6q+5)€Z
Etudions alors K = (3g +2)(q +1)(6g +5) :
* Ou bien g est pair et donc 3q + 2 est pair.
* Ou bien g est impair et donc g + 1 est pair.

Dans tous les cas on montre que I'un des facteurs de K est pair donc K est pair.
D’ol us4+2 est un multiple de 6.

Par disjonction de cas on vient de montrer que pour tout 7 €N, on a u, qui est divisible par 6.

Bonus : Pour ceux que ¢a amuse déterminer (on attend une preuve pas seulement une affirmation) par quel
entier est divisible le nombre n(n + 1)(n +2)(n + 3) pour tout 1 = 1.

(E+u)(g+u)(IT+U)U | $2 ‘I = U IN0) IN0d : asuoday

C.2 - Ecriture d’'un entier dans une base

Vous avez appris au college que I'écriture que 'écriture usuelle des nombres est basée sur les puissances de 10,
par exemple :

3724=3x103+7x10%>+2x 10" +4 x 10°

Plus généralement, si on note cy, ¢y, ..., ¢y les chiffres de I'écriture de 'entier n (ici on remarque que notre entier n
possede N dans son écriture) lus de droite a gauche, alors :

n=cyl0°+ ;10" +... + cy 10V

On dira que :
n= CNCN—l---ClcOIO
est I'écriture en base 10 du nombre n.
Bien stir on peut chercher a donner I’écriture d'un entier dans une autre base :

Exemple :

« Ecrire 5 en base 2, puis en base 3, puis en 5.
>Or1a:5:1><22+0><21+1><.20,don05:@2
»Ona:5=1x3'+2x3% donc5=12,
»Ona:5=1x5"'+0x5% donc5= 10,

e Ecrire 10 en base 2, puis en base 3, puis en 5.
»Ona:10=1x23+0x22+1x2!+0x2° donc 10 = 1010,
»Ona:10=1x3*+0x3"+1x3° donc10=101,
»Ona:10=2x5"+0x5° donc 10 =20,

e Ecrire 25 en base 2, puis en base 3, puis en 5.
»Ona:25=1x2*+1x23+0x22+0x2!+1x2° donc25=11001,
»Ona:25=2x3*+2x3"+1x3% donc25=221,
»Ona:25=1x5*+0x5"'+0x5% donc5 =100,

Méthode 1 : Déterminer I'écriture d'un nombre donné en base 10 vers une autre base.
Soit N le nombre entier que ’on souhaite écrire vers la base a € N, la méthode a suivre est la suivante :

« Etape 1: Effectuer la division euclidienne de N par a.
> On conserve le quotient;
> Le reste correspond au chiffre le plus a droite du nombre dans la nouvelle base.

« Etape 2: On effectue la division euclidienne du quotient par a.
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> On conserve le nouveau quotient;
> Le nouveau reste correspond au chiffre suivant du nombre dans la nouvelle base.

« Ftape 3 : Continuer ainsi de suite tant que le quotient est supérieur ou égal a 1.

« Etape 4 : Quand le quotient devient nul, la conversion est terminée.
> Le dernier reste correspond au chiffre le plus a gauche du nombre dans la nouvelle base.

Voici cette méthode sur la détermination de 1'écriture de 57 en base 2.

C’est-a-dire : 57 = 111001,.

. A savoir faire 9 : Base 10 — Base a

Déterminer I'écriture de 154 en base 2, puis base 3 et enfin base 5.

Ce qui nous donne 10011010,
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Ce qui nous donne 12201,

Ce qui nous donne 1104,

. A savoir faire 10 : Base 10 — Base a

A quel nombre (sous-entendu en base 10) sont égaux les nombres suivants :
e 11101,
Onalllol,=1x20+0x2'+1x22+1x23+1x2*=1+4+8+16=29

.o 121,
Onal2l,=1x3%+2x31+1x3°=1+6+9=16

. 4321
—=-5
Ona4321,=1x5%+2x5"+3x52+3x53+4 x5 =1+10+75+3 x 125 +4 x 625 = 86 + 375 + 2500 = 2961

o0 o
. A savoir faire 11 : Base a — Base b

~

Donner en base 5 les nombres suivants :

e 121,
En utilisant le a savoir faire précédent on sait que :

121,=16

Il nous reste donc a donner I’écriture de 16 en base 5 :
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Donc:
121, =31,
* 10011010, D’apres le a savoir faire encore précédent on sait que :

10011010, =154

Il nous reste donc a donner I’écriture de 154 en base 5 :

154 5
4 30 5
0 6 5
1 1 5
1 0

Donc:

10011010, = 1104

Théoreme 6 : Changement de base

Soit @ = 2 un entier et k € N.
Alors, pour tout 72 € N tel que a* < n < a**!, on peut trouver des entiers ¢y, ci, ..., Ck_1, Ck € [0,a—1] tels que:

n= coao + clal 0+ ck_lak_l + ckak

De plus cette écriture est unique.
La suite des chiffres c; est appelé représentation (ou écriture) en base a. On écrira :

n= Cka_l...Coa

@ A retenir : Que nous dit ce théoréeme?

Concretement il nous assure que 1'on peut transformer tout entier dans une autre base a (différente de 1 étant
donné qu’en base 1 tout nombre aura pour représentation 0, les restes sont toujours égaux a 0). De plus il nous
assure que si a* < n < a**! alors n aura k + 1 chiffres dans sa représentation.

© Information : Les bases.

Les plus importantes sont I'écriture en base 10 (celle qu’on utilise tous les jours), I'écriture en base 2 (binaire) et
I’écriture en base 16 (hexadécimale) tres utilisées pour représenter les données dans la mémoire des ordinateurs.

Démonstration :

La démonstration se construit de la méme maniére que pour la détermination de I'écriture dans une base.

Cherchons a écrire n en base a, pour cela effectuons les divisions euclidiennes successives par a jusqu’a
obtenir 0 comme quotient.

* n=aqy+ry ou(qgo, o) estun couple d’entiers naturels telsque0<rg < a

* go=aq,+r oul(qgy,r)estuncouple dentiers naturels telsque0<r; < a

* q1=aqr+r1r2 oul(ge,r2) estun couple d’entiers naturels telsque0<r, < a
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Montrons que I'algorithme de division euclidienne successives par a va nous faire aboutir en un nombre
fini d’étape a un quotient g = 0.
La suite des (g;); ainsi définie une suite d’entiers naturels strictement décroissante, en effet :

e Pour tout i €N, g; € N par définition de la division euclidienne car a e N* et n € N.

e Elle est strictement décroissante car pour i e Nona:

qi = aqi+1 tri+1 = aqi+1
car ri;+1 = 0. Donc en ajoutant et retranchant g;4+; ona:

qgi=qiv1+t(@a—-1qin1

Or on sait que a =2 donc (a—1)g;+1 > 0. Donc:

qdi < {i+1

D’ot1 (g;); est une suite strictement décroissante.
Ainsi comme suite d’entiers naturels strictement décroissante il existe un rang k € N tel que g =0.On a
alors:
Ji—1=ax0+rg 0<rr<b

On pose alors ¢y = rg,¢1 =17,...,Ck = ' et dans ce cason a:

* gk-1=ax0+ck

® qk-2=aX g1+ Cp-1=aCk+ Ck-1

- _ 2
® qk-3=aX k-2t Ck—2=0a"Cp+aCk—1+ Ck-2
[ ]

k k-

e n=aqy+ry=a‘cy+a" e +...+alc; +a’c

L'unicité des coefficients ¢, ci_1, ..., €1, ¢o vient de I'unicité des restes dans les divisions euclidiennes suc-
cessives, étant donné que pour tout i € [0, k] ona:

Ci=T;

D - Vers la congruence

Propriété 15 : Vers la définition de congruence

Pour tout a € Z, la division euclidienne par b permet d’associer un unique reste r.
Deux entiers a et a’ ont alors méme reste dans la division euclidienne par b si, et seulement si,

bla-d

Démonstration :

¢ Lunicité du reste est donné par le théoréme de la division euclidienne.

» Soienta,a’ e Zetbe Z*,
Supposons que a et a’ ont le méme reste dans la division euclidienne par b.
Doncil existe g,q' € Z et r € Z tels que :

a=bqg+r, oul0<r<|b|
a=bqg +r, ou0<r<|b|
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Donca—-a' =bg+r-bqg'—-r=b(g—q')doub|a-a.
Supposons que b | a— a’, donc le reste dans la division euclidienne de a — a’ par b est égal 2 0.
De plus on sait d’apres le théoreme de la division euclidienne qu'’il existe deux unique couples d’en-
tiers (q,7) et (¢, 1) tels que :
a=bqg+r, oul=<r<|b|
{ a=bqg +r, ou0<r' <|b|

Deux cas possibles :

* Oubien0<r'<r<|b|On a alors que
a-da=blg-q)+r-r'

Our—-r'=0etr—r'<|bldoncr—r'estlereste dans la division euclidienne de a— a’ par b, d’ot
par unicité du resteon a:
r-r'=0er=r

e Oubien0<r <r'<|b|Onaalors que
a-a=blg -q+r'-r

Our’'—r=0etr —r<|bldoncr’—r estlereste dans la division euclidienne de a’ — a par b.
Or on sait que b | a—a’ donc b | —(a— a') c’est-a-dire b | a’ — a, ainsi le reste dans la division
euclidienne de a’ — a par b est 0, d’ou1 par unicité du reste on a :

r'-r=0er=r

GBI Congruence

A - Définition

Soient a,b € Z et n € N*,
On dit que a est congru b modulo 7 lorsque a ont le méme reste dans la division euclidienne par #.
On notera alors :

a=b[n] ou a=bmod(n)

D’apres la propriété qui précéde directement cette définition on a alors :

Propriété 16 : Caractérisation d’'une congruence

Soienta,beZetneN*,ona:
a=bnlen|la->b

De plus,
a=blnle3Ike”Z, a=b+kn

Démonstration :
Soient a,b e Z et n e N*,
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D’apres la propriété précédente on sait que :
n|a—-b< aetbontméme reste dans la division euclidienne par n]
Par définition de la congruence on a alors :
nla-be a=bn]

Commeona:
nla-be3idke”Z a-b=kno3ike”Z a=b+kn

On a aussi:
a=blnleo3dkeZ a=b+kn
|

Exemple :

Ona2l5=7[16] eneffet:ona215—-7=208.

Or on sait que 16 x 10 = 160 de plus 208 — 160 =48 = 16 x 3 donc :

208=16x13
oo
% A savoir faire 12 : Reste
Montrer que si r est le reste de la division euclidienne de a € Z par n € N*, alors :
a=r[n]
D’apres le théoreme de la division euclidienne on sait qu'il existe g € Z tel que :
a=nq+r, avecO0=sr<n
Dot a=r+nqgavec ge Zdonc:
a=r[n]
-
Propriété 17 : Divise
Soientae ZetneN*,ona:
a=0[nlen|a

Démonstration :

C’est un cas particulier de la propriété précédente. |

B - Propriétés - opérations

Propriété 18 : Relation de congruence

Soient a,b,ce Z et n € N*,
e (Réflexivité) a = a[n];
* (Symétrie) Si a = b[n] alors b = a[n];

o (Transitivité) Si a = b[n] et b = c[n] alors a = c[n];
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Démonstration :

Soient a,b,ce€ Z et n € N*
e Clairementona:n|a—acarn|0doua=aln].

e Supposons que a = b[n] donc n | a— b. Comme on sait que si a | b alors a | —b, doncici :
n|lb-—a< b=aln]
e Supposons que a = b[n] et b = c¢[n], donc:
nla-b et n|b-c
On a alors d’apres une propriété de la relation divise :

nla-b+b-c=>nla-c< a=cln]

Propriété 19 : Reste

Soientae ZetneN*,ona:

r est le reste de la division euclidienne de a par 7 si, et seulement si, a=r[njet0<r<n

Démonstration :

Soient a€ Z et n € N*,
Voir A savoir faire 12.

Supposonsque a=r[n]et0<r < n.
Comme a = r[n] on sait que 3k € Z, tel que :

a=r+nk=nk+r oulO<r<n

D’olu1 d’apres le théoreme de la division euclidienne on a que le reste dans la division euclidienne de a par
nestr. |

Propriété 20 : Opérations

Soient a, b, c,d, k1, ks € Z et n € N*.
Sia=b[n] et c=d[n] alors :

* (Somme)a+c=Db+d[n];

e (Soustraction) a—c=b-d[n];

(Produit) ac = bd|[n];

(Multiplication par un scalaire) kya = k1 b;

(Combinaison linéaire) kya+ kyc = k1b+ kxd|[n];

(Passage & la puissance) Pour tout k € N, a* = b*[n]

Démonstration :

Soient a, b, c,d, k1, k> € Z et n € N*.
Supposons que a= b[n] etc=d[n]:

e Somme : On sait que :
nla-b et nlc—d
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Donc d’aprés une propriété de la relation divise on a alors :

nla-b+c—-donlat+tc—(b+d)ea+c=b+d[n]

Soustraction : Si ¢ = d[n] on a alors qu’il existe k € Z tel que :
c=d+kn
On a alors également :
—c=-d-kn=-d+k'n ouk'=-kez
Donc: —c = —d|[n]. On a alors d’apres la propriété précédente que :

a+—-()=b+(-d)[nlea-c=b-d[n]

Produit : Par caractérisation de la congruence on a:

a= b[n] a=b+kn, aveckeZ
c=d[n] c=d+k'n, aveck'eZ

ac=(b+kn)d+k'n)
= bd + bk'n+ dkn+ kk'n?
= bd+n(bk'+ dk+ kk'n)
=bd+nK

ou K =bk' +dk+kk'nez,donc ac = bd|n).

Multiplication par un scalaire : D’apres le point précédent on a I'implication suivante :

a=b[n] B
{ kl _ kl[n] = ak1 = bkl[n]

Combinaison linéaire : En combinant les points multiplication par un scalaire et somme on a:

{ kia = kibln]

kpe= kpdin) 1At kec=kib+kedin]

Passage a la puissance : Par récurrence, posons le prédicat (la propriété dépendant d'une variable, la
valeur de vérité dépend de cette variable).

VkeN, Z2(k):« ak = bk[n] »

» Initialisation : Pour k=0

Onabien a’=b’n]car1=1[n]carn+1-1.

» Hérédité : Soit k € N, supposons que le prédicat & (k) est vraie au rang k, montrons qu’il est vraie
aurang k + 1.

Par hypothése de récurrence on sait que : a© = b*[n], on a alors d’aprés le point produit :

{ a* = b*[n)

B = ak(lE bkb[n] PN ak+1 = bk+1[n]
a=bln]

D’ot1 on vient de montrer que &2 (k + 1) est vraie.
» Conclusion : Le prédicat a été initialisé au rang k = 0, de plus il est héréditaire donc d’apres le
principe de récurrence on peut affirmer que P(k) est vraie pour tout k € N.
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oo o
% A savoir faire 13 ; Opérations

1. En dressant un certain tableau de congruence démontrer que 24 | n(n+1)(n+2)(n + 3).
A corriger

2. On cherche 2 savoir par quel chiffre se termine 12100 4 4510 — 1314

(a) Déterminer le reste dans la division euclidienne par 10 de 12%,13¥ et 45% pour tout k € [1,5].
A corriger

(b) En déduire un moyen de déterminer le reste dans la division euclidienne par 10 de 12% 13k et 45k
pour tout k € Z.
A corriger

(c) Conclure.
A corriger

3. Déterminer le reste de la division euclidienne de 2% par 5.

A corriger, il faut aller chercher a obtenir une puissance k tel que 2k =115]

4. Déterminer le reste de la division euclidienne de 2337

A corriger

par 7.

A Attention : La congruence n’est pas compatible avec la division.

b
Si a = b[n] nous n’avons pas % = %[n] (mémesi k| a et b). En effet :

8=12[4] mais 4 #6[4]

Voici I'une des propriétés qui peut se rapprocher d'une division :

Propriété 21 :

Soient a,be Z et ne N*, ge N* telque g | non a alors :

a=blq]

Démonstration :
Soient a,be Zet ne N*, ge N* tel que q | n.
Supposons que a = b[n], on a alors :

dke”Z, a=b+kn

Or on sait que ¢ | n, donc:
Ik'ez, n=kq
D'ou:
a=b+kk'q oukk'ez

Ainsi on a bien :
a=blql

(e~
& A savoir faire 14 : Appliquer la congruence a des situations du quotidien

1. Il est 7h, quelle heure sera-t-il dans 741h?
A corriger

2. Mon anniversaire tombe un samedi cette année, quel jour tombera-t-il 'année prochaine (en supposant
que I'année en cours pas bissextile) ?
A corriger

3. Ma cousine est née un 29 février et féte son anniversaire tous les quatre ans. En 2024 c¢’était un samedi,
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quel jour tombera son anniversaire en 2024 ?
A corriger

C - Equations

# A savoir faire 15 : Savoir résoudre dans Z une équation du premier ordre modulo 7

1. Déterminer 'ensemble des entiers x tels que : 6x+2 =5x + 1[3].
Ona:

6x+2=5x+1[3]

< x+2=1[3]
< x=-1[3]
< x =2[3]

Ainsi . ={3k+2/ ke 7}

2. Déterminer I'ensemble des entiers x tels que : 2x = 1[7].
Attention nous n’avons pas le droit de diviser par 2!
On établit alors le tableau de congruence modulo 7 de x et 2x. On remarque alors que seul x = 4[7] nous
assure 2x =1(7]. Donc:
S ={Tk+4/ kez}

3. Déterminer I'ensemble des entiers x tels que : 5x+2=2x+9[8].On a:

5x+2=2x+9[8]
< 3x=7[8]

On établit alors le tableau de congruence modulo 8 de x et 3x. On remarque alors que seul x = 5[8] nous
assure 3x = 7[8]. Donc :
S ={8k+5/ keZ}

D - Criteres de divisibilité

Propriété 22 : Criteres de divisibilité

Un entier n est :
» divisible par 2 si, et seulement si, son chiffre des unités est 0,2, 4,6 ou 8.
* divisible par 3 si, et seulement si, la somme de ses chiffres est divisible par 3.
» divisible par 4 si, et seulement si, le nombre formé par ses deux derniers chiffres est divisible par 4.
* divisible par 5 si, et seulement si, son chiffre des unités est 0 ou 5.
» divisible par 6 si, et seulement si, il est divisible par 2 et 3.

* divisible par 7 si, et seulement si, la différence entre le nombre de dizaines de 7 et le double du chiffre
des unités est divisible par 7.

* divisible par 8 si, et seulement si, le nombre formé par ses trois derniers chiffres est divisible par 8.
» divisible par 9 si, et seulement si, la somme de ses chiffres est divisible par 9.

* divisible par 10 si, et seulement si, son chiffre des unités est 0.
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e divisible par 11 si, et seulement si, la différence entre la somme des chiffres en position impaire (unité,
centaine,...) et la somme des chiffres en position paire (dizaine, millier,...) est divisible par 11.

oo~
# A savoir faire 16 : Criteres de divisibilité
Compléter le tableau a 'aide de OUT ou NON ou NSP (ne sait pas)

... est divisible par...? 2|13|4|5|6|7|8|9]|10]|11

123456

975310

9555

8127453276

111222333444555666777888

16478

392712156114

1397

72039

6017

Démonstration :
Soit n € Z,1'idée est de donner I’écriture en base 10. Notons la :

n=dagdg—1...a1 4
qUq-1 1010

C’est-a-dire :
n=ag107+a; 1109 +..a;10 + ag

* Divisible par 2 : On sait que :
2lne n=0[2]

Or comme pour tout k€ N*, on a 10% = 0[2], ainsi d’apres les propriétés de la congruence on a:
n=agz107 + aq_llo"_l +..a110+ag=agx 0+ ag—1 x0+...+ a; x 0+ ap[2]
C’est-a-dire :
n=apl2]

Donc:
2l ne ay=0[2]

C’est-a-dire, n est divisible par 2 si, et seulement si, son chiffre des unités est divisible 2.
Comme ayg € [[0,9], on a ag est divisible par 2 si, et seulement si, ag € {0,2,4,6,8}.
Ainsi :

n est divisible par2 < a4 €1{0,2,4,6,8}

* Divisible par 5 : On raisonne de la méme maniere que pour 2 car :

VkeN*, 10X = 0[5]
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On a alors
n=aq [5]

Donc:
5|n< ag=0[5]

C’est-a-dire, n est divisible par 5 si, et seulement si, son chiffre des unités est divisible 5, dans ce cas
on a si, et seulement si, ag € {0, 5}.
Ainsi :

n est divisible par 5 < ag € {0, 5}

Divisible par 10 : Idem pour 10, car on a évidemment :
VkeN*, n=ag[10]
Donc 10| n si, et seulement 10 | ay et comme ay est compritentre 0 et9on a:
10|lag e ap=0

D’ou n est divisible par 10 si, et seulement si, son chiffre des unités est 0.

Divisible par 3 : On sait que :
3|lne n=0[3]

Orcomme, 10 = 1[3] on a pour tout k € N, ona 10% = 1[3], ainsi d’apres les propriétés de la congruence
ona:
n=aqz109+ aq_lloq_l +..a110+ag=agx1+ag1 x1+..+a1 x1+al3]

C’est-a-dire :
n=ag+ag-1+..+a + ap[3]

Donc:
2|noaq+aq,1+...+a1+a050[3]

C’est-a-dire, n est divisible par 3 si, et seulement si, la somme de ses chiffre est divisible 3.

Divisible par 9 : On démontre le critere de divisibilité par 9 de la méme maniere car :

10=1[9]

Divisible par 4 : On sait que:
4|ne n=0[4]

Or on sait que pour k=2 ona 10% =10% x 10F"2 = 4 x 25 x 10¥~2. Donc pourtoutk=2ona:
10 =0[4]
Doncona:
n=ag109+a4, 1097 4 .+ a10° + 4110+ ag = a; 10 + ap[4]

On aalors:
4|ne aag, = 0[4]

On vient alors de démontrer que 7 est divisible par 4 si, et seulement si, le nombre formé par ses deux
derniers chiffres (al ao, 0) est divisible par 4.
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* Divisible par 8 : On démontre de la méme maniere pour 8,
Car on saitque pour k=3 ona:

10F =10 x 1053 =102 x 10 x 1053 =4 x 25 x 2 x 5 x 10F3 = 8 x 125 x 10F~3

Donc pour tout k=3 ona:
10 =0(8]

Doncona:
n=agl07+a; 110797 + ..+ a210° + a110 + ag = a»10% + a; 10 + ao[8]

Onaalors:
8lne g = 0[8]
On vient alors de démontrer que n est divisible par 8 si, et seulement si, le nombre formé par ses trois
derniers chiffres (ag aao, 0) est divisible par 8.
* Divisible par 6 : Malheureusement il nous manque quelques résultats d’arithmétiques pour pouvoir
démontrer ce critére... Nous le pourrons au prochain chapitre.
* Divisible par 11 : On sait que :
11| ne n=0[11]
Or on peut remarquer que :
10° = 1[11]
10! = —1[11]
102=99+1=1[11]

Ainsi pour tout entier kona:

102k = (102)* = 15111 { 102K = 1[11]
102k+1 — (102)k x 10 = lk X _1[11] 102k+1 = —1[11]

On vient alors de démontrer que toute puissance paire de 10 est congru a 1 modulo 11 et que toute
puissance impaire de 10 est congru a —1 modulo 11.
Ainsi suivant la parité de gon a:

n=ap-a1+a;—az+as—as+..+xagllllon=(a+az+..)— (a1 +az+as +...)[11]

On vient de démontrer que n est congru a la différence entre la somme des chiffres en position im-
paire (en effet ay est en position 1, a, en position 3...) et la somme des chiffres en position paire (en
effet a; est en position 2...).
Donc:

ll1|lne (ay+ax+..)—(a+as+as+..)=0[11]

C’est-a-dire :
n est divisible par 11 < la différence entre la somme des chiffres en position impaire et la somme

des chiffres en position paire est divisible par 11

* Divisible par 7 : Malheureusement comme pour 6 il nous manque des résultats pour pouvoir le jus-
tifier clairement.
Une idée est :
n=10k+r

ou k estle nombre de dizaine de n et r le chiffre des unités de n. On a alors :

71 ne n=0[7]
< 10g+r =0[7]
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Or comme 10g+r=3g+r[7]lona:

n=0[7] & 3q+r=0[7]
<5@Bg+r)=0[7]
< 15 +5r =0[7]
< q-2r=0[7]

On vient alors de démontrer que 7 est divisible par 7 si, et seulement si, la différence entre le nombre
de dizaine de n et le double des unités est divisible par 7.

L'équivalence marquée en rouge est le point clé du raisonnement, et jusqu’ici nous n’avons pas le
droit de I'appliquer. En effet la propriété sur les opérations avec les congruences nous donne unique-
ment une implication et nous une équivalence :

A= B[n]l=>cA=cB[n]

L'autre sens dépend de notion (premier entre eux) que ’on a pas vu.
Puis I'idée de multiplier par 5 est un peu sorti du chapeau... il faudrait I'expliquer

A - Relation de congruence

En prenant un peu de recul sur ce chapitre riche, nous constatons que la relation de congruence nous a permis de
regrouper les nombres par paquets, chacun d’entre eux vérifiant une propriété particuliere.

Exemple :

Modulo 2 : les nombres entiers sont regroupés en deux ensembles disjoints :
Les nombres pairs: ...;-4;-2;0;2;4;... et lesnombresimpairs:...;-3;-1;1;3;5;...

Le premier de ces ensembles regroupent les nombres entiers ayant comme reste 0 dans la division eucli-
dienne par 2.

Le second lui regroupent les nombres entiers ayant comme reste 1.

En pratique, modulo 2, nous ne faisons aucune différence entre les nombres 0;2;4;... (de méme pour les
nombres 1;3;5;...). Ainsi pour simplifier les calculs nous travaillons plut6t avec 'un d’entre eux (on choi-
sira le plus simple) qui fait office de représentant. C’est-a-dire :

* 0 représente tous les nombres pairs;

* 1 représente tous les nombres impairs.

© Information : Fraction et représentant
Cette notion de représentant ne vous ait pas totalement étrangere. En effet, pour les fractions nous savons que :

2 -3

4:_—6:...

1

2
1 . . . -

Ici > est le représentant des fractions ayant comme développement décimal : 0,5.

. . . N . . . a c .
Dans ce cas, on dit que 'on met en relation deux fractions, c’est-a-dire nous identifions deux fractions i et 7 si,

et seulement si,
ad = bc
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Exemple :
* On peut imaginer une situation hors des mathématiques, par exemple on peut créer une relation
suivant la nationalité. On dirait alors qu'un individu, est en relation avec un individus si, et seule-
ment si, ils ont la méme nationalité. Si on note ~ cette relation on écrirait :

individu; ~ individu,

s «Aimer » est une relation, si on note & la relation « aimer », on noterait : individu; est en relation
avec individuy par:
individuy;Zindividu,

Certaines relations ont des propriétés intéressantes qui vont nous permettre de définir des propriétés intéressante.

Soit E un ensemble non vide, nous dirons que Z est une relation d’équivalence sur I’ensemble des couples
de I'’ensemble E, que I'on notera E x E, si Z vérifie :

* (Réflexivité) Pour tout x € E, X% x;
* (Symétrie) Pour tout x, y € E tels que si xZy alors yZ x;

* (Transitivité) Pour tout x, y, z € E tels que si xZy et y% z alors x%z;

Exemple :
¢ Larelation de nationalité que I'’on a définie précédemment (si on impose a chaque individu de n’avoir
qu'une seule nationalité), est bien une relation d’équivalence en effet :

¢ Elle est transitive tout individu est en relation avec lui méme, étant donné qu’il a la méme na-
tionalité que lui méme;

* Elle est symétrique, si vous étes en relation avec votre voisin, c’est-a-dire que vous avez la méme
nationalité que lui alors lui aussi peut dire qu’il a la méme nationalité que vous donc il est en
relation avec vous;

¢ Elle est transitive, si vous avez la méme nationalité qu'un individu, et que cet individu, ala
méme nationalité qu'un individug alors vous avez la méme nationalité que 'individus
La transitivité n'est pas vérifiée si on laissait la possibilité d’avoir deux nationalité, car si on consi-
dere un individu frangais et espagnol alors on pourrait mettre en relation un frangais avec un
espagnol.

* A contrario la relation « aimer » n’est pas une relation d’équivalence en effet :

¢ Elle nest pas transitive, certaines personnes ne s’aime pas;

* Elle n'est pas symétrique, si vous aimez quelqu'un parfois il peut arriver qu’elle ne vous aime
pas en retour;

* Etelle n'est pas transitive car parfois vous pouvez aimer votre conjoint, que votre conjoint aime
sa mere et que vous vous n’aimiez pas votre belle-meére (ceci n’est rien d’autre qu'un exemple...)

* Larelation de congruence modulo 7 (un entier strictement supérieur a 1) est une relation d’équiva-
lence en effet, on a vu qu’elle était réflexive, symétrique et transitive.

A partir d’'une relation équivalence on peut alors définir :

Soit E un ensemble non vide, muni d'une relation d’équivalence Z.
On appelle classe d’équivalence de x € E '’ensemble des éléments de E en relation avec x. C’est-a-dire :

x={yeE/xZy}
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Nous dirons que X est le représentant de la classe d’équivalence.

Exemple :
* Pour la relation d’équivalence de nationalité, I'ensemble des francais est une classe d’équivalence,

I'ensemble des espagnols en est une autre. Dans la classe d’équivalence des Francais on peut dire
que 'on change de représentant tous les cing ans.

* Dans I'exemple de notre chapitre, on définit la relation de congruence modulo 7z (un entier stricte-
ment supérieur a 1) pour deux entiers x, y par :
XAy < x = yln]

En notant r le reste dans la division euclidienne de x par 7, on sait que :

O<sr<n-1
X=r[n]

Par transitivité on a alors, pour tout y € Z tel que :
VEx < yAr < y=r(n]

C’est-a-dire: y est enrelation avec x si, et seulement si, y a comme reste r dans la division euclidienne
par n.
Donc la classe d’équivalence de x est :

X={yez/xZy}={yezly=rinl}

La classe d’équivalence de x pour cette relation d’équivalence est’ensemble des entiers ayant méme
reste dans la division euclidienne par 7, on choisira généralement ce fameux reste comme représen-
tant de la classe. Ici :

X=T

Ceci montre que les seules classes d’équivalences possible pour le relation d’équivalence de
congruence modulo n correspondent aux seuls restes possibles dans la division euclidienne par n,
c’'est-a-dire :

0,1,..,n—1

Lunicité du reste, nous permet de passer des congruences dans Z a des égalités dans un nouvel en-
semble... Z/nZ

B-27/nz

On note par Z/nZ I'ensemble des classes d’équivalence pour la relation d’équivalence de congruence mo-
dulo 7. On a alors :
z/nz=40,1,..n—1}

Grace a toutes les propriétés de congruence modulo 7, on peut définir les opérations suivantes :
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Démonstration :

Soita,beZ /nZ, démontrons que ces opérations sont bien définis c’est-a-dire qu’elles ne dépendent pas
du représentant choisi.

Pour étre plus clair pour avoir des operatlons consistantes, (prenons le cas de I'addition) il ne faudrait
surtout pas que sil’on choisit des entiers a,a’, b, b’ telsque : a’ =aet b’ = balors:

a+b £a+b
Cela voudrait dire que I'opération dépend du représentant choisit...

a=a'ln]

a | {
5 omaalorsiy

a= . .
5 , donc il existe des entiers k, ¢ tels

 Soient a,a’,b, b’ € Z tels que : {

que:{ Z,:Z:;m donc:a’'+b' =a+kn+b+tn=(a+b)+(k+t)naveck+teZ.
Ainsi :
a +b =a+bn
C’est-a-dire :
a+b =a+b
Alors on abien:
a+b=a+b

Lopération d’addition ne dépend pas du représentant choisit.
a=a

_
* Soient a,a’,b,b’ € Z tels que:{ a=a onaalorS:{ a=aln]

b=bn donc il existe des entiers k, t tels

b="b'

I _
que:{ Z, Zifn donc:ad -b =a+kn-b-tn=(a-b)+(k—t)naveck—teZ.
Ainsi :

a -b =a-bn
C’est-a-dire :
a-b=a-b
Alors on a bien:
-b'=a-b
Lopération de soustraction ne dépend pas du représentant choisit.
= _

* Soient a,a’,b, b’ € Z tels que : { g:% on a alors : {

a=aln]

b=binl ’ donc il existe des entiers k, t tels

que:{ Z,_Z:im donc:a' xb' = (a+kn)(b+tn)=ab+atn+bkn+ktn?>=ab+ (at+bk+ktn)n

avec at+bk+ ktne Z.
Ainsi :
a xb =axbln]

C’est-a-dire :

axb=axb
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Alors on abien:
axb=axb

Lopération de multiplication ne dépend pas du représentant choisit.

Les opérations ainsi définis sont consistantes. |

® Aretenir : Calculer dans Z/nZ
Calculer dans Z/nZz, c’est calculer sur les entiers puis remplacer le résultat par le reste modulo 7.

Exemple:

Concrétement pour calculer dans 7 /127 :
e 748=7+8=15=3car15=12x1+3;
* 7x8=7x8=56=8car56=12x4+8.

A Attention : En gardant le point de vue des nombres réels a partir de I'égalité :
7x8=8

On peut avoir trés envie de « simplifier » par 8 de part et d’autre et d’obtenir : 7 = 1 ce qui est bien évidem-
ment faux!

En effet cette simplification vient de la division qui n’a pas été définie sur notre nouvel ensemble Z/127
(et plus généralement Z/nZ).

% A savoir faire 17 : Tables

Dresser les tables de multiplication et d’addition dans Z /7Z et 7 /8Z

# A savoir faire 18 : Intégrité ?

Montrer que si 72 n’est pas premier, il existe @, b € Z /nZ différents de 0 tels que @ x b=0.
Dans ce cas, on dira que Z | nZ n'est pas intégre.

M. DESORGERIS



Lycée Marcel Sembat- Mathématiques

Propriété 23 : Regles

Soient @,b,ce Z/nZ etk,teN,ona:

Démonstration :
La démonstration est laissé en exercice :

(‘)3 A savoir faire 19 : Lidentité remarquable de vos réves

2
Donner dans Z /27 I'identité (E + b) )
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Pour finir, on remarquera que le caractere fini de Z/nZ (a contrario de R ou Z) nous permet, quand n n’est pas
trop grand, de résoudre des équations par force brute.

g ~ _
. A savoir faire 20 : Equations

Résoudre dans Z/16Z les équations :
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Exercices

A - Divisibilité

W Yoo v EXERCICE 1 (LiSte deS diVISEULS) .. .vuuie ettt ettt e et e et ettt e e e ettt e e e e e eeans @

1. Dresser la liste des diviseurs positifs des entiers 24,49 et 126.

2. Et maintenant la liste des diviseurs de ces entiers.

DB & COAGAG 0. €00 L0] 0] o AN 1 () @

Un terrain rectangulaire a des dimensions en metres qui sont des entiers.
Déterminer ses dimensions sachant que sa largeur est un multiple de 3, que sa longueur est impaire et que son
aire est de 300m?.

ke Ve EXERCICE 3 (CUMUIET 188 TOLES) . . ..ot e ettt ettt ettt e ettt e eeaes @

Existe-t-il un entier qui soit multiple de 14 et diviseur de 100?

F kA EXERCICE 4 (MUILIPLE) ...ttt ettt et e e ettt e e e et @
Montrer que si 7 est un entier pair alors n(n? + 20) est un multiple de 8.

% % Y¢ e EXERCICE 5 (Nombre de multiple).........ooueiii i e @

1. Déterminer le nombre de multiples de 17 compris entre 2000 et 3000.

2. Déterminer le nombre de multiples de 41 compris entre —1000 et 2000.
HK A I Ve EXERCICE 6 (RECUITEIICES) - ..o v vttt ettt ettt e e et e ettt e e ettt e et e et e et e e iae e @
1. Montrer, par récurrence, que pour tout entier n =1,
173 x 52771 4 2302
2. Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel r,
7427 _ 2"

2.8, & SAGA 05.€51: 103 (o) Sl d( (6 1<) 10 1<) @

Soient a, b € Z, démontrer que :

AW Ve EXERCICE 8 (EQUATIONS) . ...\ttt ettt ettt et et e et e et et e e e et e e e et et e e e eeeaae s @)

1. Déterminer les entiers 7 tels que n+2 | n3 -2

2. Résoudre I'équation 3xy — y* = 25 d’inconnues entieres x, y.
3. Résoudre I'équation x? = 9y + 7 d’inconnues entiéres x, y.
4

. Apres avoir dévéloppé (x +2)(y + 1), résoudre 'équation xy + x + 2y = 20 d'inconnues entieres X, y.

2. 8. & SAGA 5.€51: 103 (o8 ol I U Bl 4 <3 ) I @

1. Montrer que si'entier a est solution de 'équation (E) : x> + x> + bx + ¢ = 0 o1 b, c € Z alors a divise c.
2. Léquation x> +3x + 3 = 0 posséde-t-elle des solutions entiéres?

3. Etl’équation x®> —15x+4=0?
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% % % % 7% EXERCICE 10 (Divisibilité par5)............ccooevvvn...

Pour 7 € N, notons N, = 100...004* — 9999...999 .
~—— —

n zéros n+1 chiffres 9
Démontrer que, pour tout n € N, N, est divisible par 5.

F kK77 EXERCICE 11 (UN @viS?) .. vvvett et eeeeeeeeeaeaens

Soient peNetne Ztelsque:
pln et—-p<n<p

Que peut-on dire de n?

Yk Yo vy EXERCICE 12 (Divisibilité) «.vovvveeeeeee e,

Démontrer que pour tout n € N*, 32" — 2" est divisible par 7.

B - Division euclidienne

K Hc VeV EXERCICE 13 (A1atAche) ...

Effectuerla division euclidienne de a par b dans les cas suivants :
1. a=5689; b=7;
2. a=7; b=5689;
3. a=-5689; b=7;
4. a=5689; b=-7;

K 7w veve EXERCICE 14 (Regrouper) .......c.vevviinviiinninnennnnnns

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
Regrouper les phrases ayant la méme signification :

1. aestun diviseur de b;
. aest divisible par b;
. a estun multiple de b;

2
3
4. adivise b;
5. Le reste de la division euclidienne de a par b est 0;
6

. a .
. Le quotient E est un entier.

F K WYY EXERCICE 15 (A TETOUVET) - ..o oo eeeeeeeeee e

........................................... ®

1. Déterminer tous les entiers naturels qui divisés par 7 renvoient un quotient égal au reste.

2. Ladifférence entre deux entiers naturels a et b est égale a 779 et la division euclidienne de a par b donne 11

pour quotient et 49 comme reste.
Déterminer a et b.

% % ¥ ¢ v EXERCICE 16 (Diviseur, quotient et reste)..................

1. La division eucldienne de 523 par un entier naturel non nul d a un quotient égal 17. Déterminer les valeurs

possibles de d et du reste r.

2. Ladivision euclidienne de 256 par un entier naturel b a un reste égal 25. Déterminer les valeurs possibles de

b et du quotient q.
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%k % Yok EXERCICE 17 (Carré et division euclidienne) ............oooeiuiiiiiiii it @

Démontrer que le carré de tout entier relatif est soit divisible par 3 soit donne 1 pour reste dans sa division eucli-
dienne par 3

% % % % Y EXERCICE 18 (Une histoire de fourmi) ..........oooiiiiiiiniin i e ie e i cie e @

Une fourmi circule sur un anneau sur lequel sont placés dans !’ordre et dans le sens du parcours 8 points Ay, Ay, ... A7.
Elle part de Ay et elle met 10 minutes pour aller d'un point a un autre. Apres 5h40 de parcourt ou se trouve-t-elle ?

C - Congruence

W Ye e EXERCICE 19 (POUT AEDULET) ..ottt ettt ettt e e et ettt e e e ettt e e e eeeas @

Dans chacun des cas suivants, déterminer une valeur de a qui vérifient les conditions souhaitées :

1. a=-6[3]et0=a<3; 4. a=-512[5]et65=<=a<70;
2. a=57[11let0<a<1l; 5. a=-12[10] et35 < a<45;
3. a=283[7]et-5<a=<2; 6. a=19[3]et-10<a=<-7.
D@ SAGK @ O €3] T0] [0 - (I CT] () @
aEg[S] . . oo s . qe 2 2
1. On suppose que : b=4[5] ° Déterminer le reste de la division euclidienne de 7a“ + 4b“ par 5.

2. Déterminer le reste dans la division euclidienne de 20252%%° par 7.

D & © okaid 05'¢:):0) (o) o HEETe LTV (o) ) I @
On considere I'équation dans Z, (E) : 2x%+3 y2 =16.
1. Montrer que si un couple d’entiers (x, y) est solution de I'équation (E), alors 2x? = 1[3].

2. Déterminer les restes dans la division euclidienne de 2x? par 3. Et résoudre (E).
FK AT EXERCICE 22 (CIIEIES) .+« « v v vttt e et ettt ettt e e e ettt et e e et e ettt e e e e et e @

1. Déterminer les valeurs possibles du chiffre x pour que I'entier 71x4, , soit divisible par 3.

2. Déterminer les valeurs possibles des chiffres x et y pour que I'entier 9x2 Yo soit divisible par 4.

2.8, 8 SAd €510 (01 B J (0] (e 1 () @

Soient a et n deux entiers naturels.
On appelle ordre de @ modulo 7 le plus petit entier naturel s, s’il existe, tel que

a’=1[n].

1. On suppose qu'il existe m tel que a™ = 1[n].
En utilisant la propriété de N qui dit que toute partie non vide de N admet un plus petit élément, prouver que
s existe.

2. (a) En effectuant la division euclidienne de m par s, prouver que s divise m.
(b) Montrer que quel que soit n > 2, n—1 est d’ordre 2 modulo n.

3. Application: n=7
(a) Montrer que pour tout entier naturel @ non multiple de 7, a® = 1[7].
(b) Déterminer alors ’ordre de chacun des entiers non nuls strictement inférieurs a 7.
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4. Onpose A, =1"+2"+3"+4" + 5" + 6", Existe-t-il des valeurs de n pour lesquelles A, est divisible par 7?

AR AT EXERCICE 24 (SUITE #1) ...ttt t e ittt ee et e e ettt e e et e et e e e iee e e iee e e eaaaeaans @
On considere la suite (u;),, d'entiers naturels définie par { to = 14
Up+1 =Du,y —6, pour tout neN

1. Calculer uy, uy, uz, us et uy. Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers chiffres de u;,, ?
2. Montrer que, pour tout n €N, ;42 = u,[4].

En déduire que, pour tout k € N, uyy = 2[4] et upj41 = 0[4].
3. Montrer que, pour tout n €N, 2u, =5"+2+3.

En déduire que, pour tout n € N, 2u, = 28[100].
4. Déterminer les deux derniers chiffres de I'écriture décimale de u,, suivant les valeurs de 7.

5. Soit d un diviseur commun a tous les u,. Montrer que d =1 ou d = 2.

WRR VT EXERCICE 25 (SUTTE #2) . . .ottt e e et e e aenes @
On considere la suite (u,),, d'entiers naturels définie par { Z?:l 1: 101, +21, pour tout 71€ N
1. Calculer uy, uy et us.
2. (a) Démontrer par récurrence que pour tout n €N, 3u, = 1071 -7,
(b) En déduire I’écriture décimale de u;,.
3. Démontrer que, pour tout entier naturel n, u, n’est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5.
4. (a) Démontrer que pour tout n €N, 3u, =4—(-1)"[11].
(b) En déduire que, pour tout n € N, u,, n’est pas divisible par 11.
5. (a) Donner le reste de la division euclidienne de 10* par 17. En déduire que 10'6 = 1[17].
(b) En déduire que, pour tout k € N, u45x4+g est divisible par 17.

WA KK T EXERCICE 26 (PUISSANICES) . e vttt ittt ettt ettt et et ettt ettt et eaenaes @

On cherche a déterminer les couples (n, m) d’entiers naturels non nuls vérifiant la relation :
7" —3x2M=1.

1. On suppose m < 4. Montrer qu’il y a exactement deux couples solutions.
2. On suppose maintenant que m = 5.
(a) Montrer que sile couple (n, m) vérifie la relation précédente alors 7" = 1[32].
(b) En étudiant les restes de la division par 32 des puissances de 7, montrer que si un couple (n, m) vérifie
la relation, alors 7 est divisible par 4.
(c) En déduire que si le couple (n, m) vérifie la relation alors 7" = 1[5].
(d) Pour m =5, existe-t-il des couples (n, m) d’entiers naturels vérifiant la relation ?
(e) Déterminer 'ensemble des couples (n, m) vérifiant la relation.

F A A KT EXERCICE 27 (BASE 12) ...ttt ittt ittt ettt ettt ettt ettt e e ettt eees @
Les chiffres en base 12 sont: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, a, B (avec a = 10, f = 11). Soit N d’écriture en base 12:

N=anap-1...ag , = an x 12"+ a,_1 x 12"+ .+ ay,
ou ay,...,agy sont des chiffres de la base 12.
1. (a) Démontrer que N = ap[3].
2. (a) Démontrer que N = a, +---+ ap[11].
(b) En déduire un critere de divisibilité par 11 pour un nombre écrit en base 12.

3. Soitle nombre écrit en base 12: N = ﬁl(xlz. Le nombre N est-il divisible par 3? par 11?7
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